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§ 1. Einleitung

Unter der Zusammensetzung f {g(z)} der Funktionen f(z) und g (z) verstehen
wir die ,,Substitution” von z durch g(2) in f(z). Wir nehmen an, die Funk-
tionen f(z) und g(z), die analytische Funktionen einer komplexen Verinder-
lichen sein mogen, seien so beschaffen, daf die ,,Substitution® in einem ge-
wissen z-Gebiet sinnvoll ist. Diese Bildung ist im allgemeinen nicht kom-
mutativ, d.h. es gilt nicht immer f {g(2)} =g {f(z)}.

Obwohl solche Zusammensetzungen hiufig in der Mathematik auftreten
(z.B. zur Vereinfachung vieler elementarer Rechnungen), sind sie in voller
Allgemeinheit wenig untersucht worden. Erst 1870 hat SCHRODER [1], [2]
den Fall der , natiirlichen Iterierten” f,(z), n=0,1, 2, ... einer gegebenen
Funktion studiert:

fo) =% fura(2) = F{£u(2)}-

Hierbei fiihrt er allerdings eine Funktionalgleichung ein, die auf ABEL zuriick-

geht. Im spéten neunzehnten Jahrhundert haben verschiedene Mathematiker

(z.B. KoEniGs [3]) die Iterierten und die verwandten Funktionalgleichungen
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von ABEL und ScHRODER lokal untersucht, insbesondere in der Nihe eines
Fixpunktes & der zu betrachtenden Funktion f(z), d.h. eines Punktes & mit

HE) =&.

Durch MoNTELs Theorie der Normalfolgen wurde endlich eine systematischere,
um 1920 von JuLria [4] und Fatou [4], [6] aufgebaute Iterationstheorie im
GrofBen fiir gebrochene und ganze Funktionen méglich. Das Iterationsproblem
ist auch im Reellen behandelt worden (z.B. von BODEwWADT [7]).

Im folgenden beschrinken wir uns auf Zusammensetzungen von ganzen
Funktionen; dann ist die Zusammensetzung wieder ganz. Die allgemeine
Bildung f {g(2)} betrachten wir nur fiir den Fall, daB die Ordnungen von f{2)
und g (2) beide kleiner als { sind. Mittels einer Erweiterung (§ 3) der bekannten
Ergebnisse iiber den kleinsten Betrag von Funktionen von kleiner Ordnung
gewinnen wir in § 4 den Hauptsatz 3, der spiter in der Iterationstheorie an-
gewendet wird. Im Teil IT werden speziellere Zusammensetzungen betrachtet.
Zuerst die vertauschbare

Heg ()} =¢if (@)}

Die Theorie der vertauschbaren Funktionen ist mit der Iterationstheorie eng
verwandt, denn die Iterierten sind ja miteinander vertauschbar; und fir
passendes f(z) kann es vorkommen, daf3 nur die Iterierten /,(2) mit f(z) ver-
tauschbar sind (§6). In §9 bringen wir einen Beitrag zu einem neueren
Problem der Iterationstheorie, namentlich zur- Frage nach notwendigen Be-
dingungen dafiir, daf} eine gegebene ganze Funktion die m-te Iterierte (m>1
ganz) einer ganzen Funktion ist. In §10 wird dieses Problem fiir den Fall
m =2 weiter verfolgt. SchiieBlich ziehen wir in §11 einige Konsequenzen
der obigen Resultate fiir lokale Losungen der Funktionalgleichung

@)} =F(2) fiir ganzes F(z);

wobei eine Verbesserung eines etwas liickenhaften Paragraphen unserer
Arbeit [8] und eine Bemerkung zu einer Vermutung von THRON [9] gebracht
werden.

1. Wachstumseigenschaften der Funktion F(z)=f{g(2)} firr ganze
transzendente') Funktionen f(2), g(z) von kleiner Ordnung
.§2. Bisherige Ergebnisse

Es sei in der iiblichen Bezeichnung

M(f,7) =g{§__§|f(2)l

m(f,7) = Min |f(2)].

|2 =7

1} Es sei bemerkt, daB wir in diesem Abschnitt I uns auf ganze transzendente Funk-
tionen beschrinken und der Kiirze halber das Adjektiv ,transzendent’ weglassen.
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Die Fragestellung dieses Abschnitts ergibt sich aus einer Arbeit [8, ins-
besondere Satz 1] iiber die Iterationstheorie im GroBen, wo wir die folgende
Tatsache benutzten: Es sei f(2) eine ganze Funktion von der Ordnung 0 und
F(z)=F{f(2)}; dann ist m(F, ») unbeschrinkt mit unbegrenzt wachsendem r
[man bemerke, daB F(z) nicht von Ordnung 0 zu sein braucht!]. Eine untere
Abschitzung fur M(F,#), ndmlich

M(F,7) > M({f,7)

fiir eine~beliebig groBe Konstante ¢ und passende, beliebig groBe »-Werte,
kam auch vor. Die Resultate von [8] lassen sich verschirfen, wenn man
schérfere Aussagen iiber M(F, #) und m(F, #) zur Verfiigung hat. Allgemeiner
méchte man von einer zusammengesetzten ganzen Funktion e(z) =g {4 (2)},
g(2), k() ganz, gern wissen, was fiir Bez1ehungen es zwischen M(e, 7), M(g, 7)

und M(k, 7), bzw. m(e,7), m(g, #) und m(h 7) gibt. _

Den groBten Betrag hat schon PoLya [10] behandelt; er hat bewiesen:

Satz (POLYA). ¢(3), g(2) und h(2) seien ganze Funktionen die (1) und (2)
erfiillen:

(1 e(z) = g{h(z)},
(2) h(0) =o0.

Dann gibt es eine bestimmie, von ¢(2), g (2) und h(z) unabhingige Konstante ¢ mit
) v
3) M(e,7)>M [g, [en(n, ?)}] .

Fiir ganze Funktionen von kleiner Ordnung besteht ein enger Zusammenhang
zwischen dem groBten und dem kleinsten Betrag, z.B. der

Satz. (LittLEwWooD-WIMAN [11], [12]). f(2) sei eine ganze Funktion der
Ordnung ¢<<1. Dann ist die Menge

(4) [7; m(f: 7} > {M{({f, y)}(—s—l— COS:‘!Q)]

fiir jedes £>0 unbeschrinki.

Man hat sogar Aussagen iiber die (obere) Dichie der Menge (4) und #hn-
licher Mengen (AMIRA [13], BEsicovircH [14], CARTWRIGHT [15], PENNY-
CUICK [16]). Hiernach liegt es nahe zu fragen, ob es fiir den kleinsten Betrag
von e(z) =g {h(z)} Sitze gibt, die dem Pdlyaschen Ergebnis entsprechen,
-wenigstens im Fall, daB g(z) und 4(z) kleine Ordnung haben. Es ist allerdings
zu erwarten, daB solche Sitze wesentlich komplizierter als der von PéLyA sind.

In §4 (Sdtze 3 und 4) gelingt es, eine Beziehung der gesuchten Art zu
finden, wobei aber die GréBe m(f,7) — d.h. der kleinste Betrag von f(z)
auf dem Kreis |z|=7 — durch den kleinsten Betrag auf gewissen , kreis-
artigen’* Kurven zu ersetzen ist. Die Sitze 3 und 4 sind von Bedeutung in
der Iterationstheorie, und ihre Anwendung in § 8 und §9 bildet eine weit-
gehende Verschirfung der Resultate in [&]. '

9*
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§ 3. Der kleinste Betrag und die Niveaulinien einer Funktion,
deren Ordnung kleiner als 1 ist

Die folgenden vorbereitenden Nebenbetrachtungen haben an‘und fiir sich
schon ein gewisses Interesse. Nach dem Satz von LITTLEWOOD-WIMAN nimmt
der kleinste Betrag m(f, ) der ganzen Funktiofi f(z) von kleinerer Ordnung
als 1 beliebig groBe Werte an. Wir fragen: Wie grof mufl v gewdhit werden,
dawmit m(f, r) eine vorgegebene Grife R zum.exstenmal erreicht? Fiir den Zweck
dieser Arbeit ist ausreichend der

Satz 1. f(z) sei eine ganze Funktion der Ovdnung o<<%, ferner 7(R) die
kleinste Losung zu gegebemem R>0 der Gleichung wm(f, vy =R, und M_,(f,7)
die Umbkehrfunktion von M(f, »).

Dawnn gibt es zu jedem 6>0 ein Rs>0, so daf fiir alle R >Ry’

(5) M (f, R) < 7(R) < {M,(f, R)}}0 +3,

wobei
T _ _ ¢ '
L(g) ﬁeSMQgiéé“ Q,)cos(ng )
ust.
Es sei bemerkt, dafi L(0)=1 und daB L(g)— oo flir g% —0. Zuerst

bringen wir den

Hilfssatz 1. Gegeben sei die ganze Funktion f(2). Bei obiger Evkldrung von
M}, v) und M_,(f, v) gibt es zu den reellen Zahlen k>1, 6>0 ein Ry, so daf
fiir alle R>R,
(©) M., (f, R¥) < (1 4 8) {M_y (f, R)}* <{M_,(f, R)}**°
ist. «

Beweis. Man setze s=log 7 und V(s) =log M(r). Nach dem Dreikreise-
satz von HADAMARD ist V(s) eine konvexe Funktion von s; insbesondere

V() — V(o) - V(ks) = V(0)

s = ks 7
also
(7) Viks)zkV(s) — (£ — 1) V(0).
Fiir wachsendes s strebt (nach dem Satz von LIOUVILLE) ﬂi}m gegen oo,
Wegen der Konvexitiat von V(s) strebt fiir unbegrenzt wachsendes s und fiir
festes 0 auch der Ausdruck - ¢ --fv-al-ﬁ}—v’—(f—)n gegen oco. Jetzt sei 6>>0 so klein
gewidhlt, dafl <14 3. Es gibt ein 54, so daB

Viks+0) = Vks) _ =1V g oo So-

o o
Hieraus und aus (7) folgt
Viks +0)>kV(s), d.h. M ) > {M(f, )}
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fiir alle geniigend groBen ». Also, wenn man M(f, 7) =R setzt, findet man
My (f, RY < e (M1 {f, R < (1 + O (M4 (f, R} < (ML (1, R

fiir alle gentigend groBen R, w.z.b. w.

Beweis von Satz 1. Jede ganze Funktion f; (z) der Ordnung o<1 laBt-
sich als ein einfaches kanonisches Produkt darstellen:

- 00

8) h@=Ca I (1—Z), € Konstante, 7,0 ganz,
n=1 »

wobei die von Null verschiedenen Nullstellen a, nach ihren absoluten Betrigen
b,=|a,| durch
(8) 0<b<b Kby

geordnet werden kénnen. O. B. d. A. kann man den Faktor Cz" weglassen.
Gilt der Satz fiir die Produkte

©) 12 »U(wa—”)

so auch.fiir die allgemeineren Produkte '(8). Denn es ist
m(fy,7) =|C|lrom(f,7) und M(f,,7) = |C|rM(f,7).

Unter 7 (R) verstehe man die kleinste Losung ' der Gleichung m.(f;, 7) =R.
Fiir geniigend groBes R — etwa so groB, daB ays M(f,, ») >R die Ungleichung -
|C|7™ >1 folgt — ist

mify, 7(R)} >m{f,r(R)} =R

Aus der Stetigkeit von m(f;, 7) folgt, daB », (R)<7(R). Gilt Satz 1 fiir /(2).
so hat man fiir genfigend groBles R

(10) 7 (R) <7(R) < {M.,(f, )0+, >0 beliebig.
Aus M{(f,,7)=|C|rM(},7) folgt

r=M,{},|C|rmM(,7) }<M1[f1,{M(1‘ )yl
fiir beliebig kleines ¢>>0 und alle geniigend groBen r. Setzt man

M(f,7) =R,
so ist nach Hilfssatz 1

(11) 7 =M, (, R) <My (, R*) <{My(h, R}
fiir alle geniigend groBen R. ¢ sei so klein gewihlt, da3
(1 +20) {Lle) + 3} < Le) + 9.
Dann ergeben (10) und (11)
7 (R) <{M.,(, R)}-@+s
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ftir alle geniigend grofen R. Die andere Hilfte von (5), d.h.

R
ist trivial. M, (h, R) <n(R),

Es geniigt sogar, den Satz fiir Funktionen mit reellen negativen Null-
stellen zu beweisen, d.h. fiir Funktionen g(z) der Form (9'):

(©) gl = I (1 + 5]
mit b, wie in (8'). Man sieht sofort, dafB

Mg, n)>M(,7), mgr)<m(f,r), 7,(R)>7r(R),

wobei #(R) bzw. 7,(R) die kleinste Losung von m (f,#) =R bzw. m(g,7) =R
ist. Gilt
7o (R) <{M., (g, R)}*@+9,
so folgt _
7i(R) <7y (R) <{M_, (g, R)}-@To < {M, (f, R)}Fe+2.

Man beschrinke sich also auf die Funktionen (9’) von der Ordnung ¢ und
betrachte deren Nulistellen, wobei die Anordnung (8') immer noch voraus-
gesetzt wird. Die Verteilung von diesen Nullstellen muf3 man etwas eingehen-
der untersuchen, um das Verhalten von m (g, #) fiir unsere Zwecke ausreichend
zu beschreiben. Das wird mittels einer Konstruktion von LittLEwoo0D [11]
und BesicovitcH [14] geleistet.

Die Resultate von LITTLEWOOD und BESICOVITCH. Dieser Abschnitt ist

im wesentlichen der Arbeit [74] von BESICOVITCH entnommen, wo man Be-

weise fiir die' zitierten Behauptungen findet. Wir haben eine triviale, aber

bequeme Abédnderung in der Bezeichnung vorgenommen, indem wir die in

(12) definierten c,, d.h. die Logarithmen der Besicovitchschen ¢, einfithren.

Fiir jedes a>p ist D b7* konvergent [17, S. 249]. Weil die Glieder dieser
n=L

Reihe positiv und monoton abnehmend sind, folgt nb,*—0 fiir #— oo, daher
1

b,n @~ oo fiir n—> co. Fiir jedes % < 1/p strebt also b,#* — co. Wir nehmen
ein festes £'<C1/p und setzen

(12) c,=log(b,n¥), ¢, also reell

Es strebt ¢, — oo mit #— oo; folglich strebt der Ausdruck
Ag(s) =t ot o o

fiir s—®o. A4, (s) hat ein Minimum, das fiir hochstens endlich viele s-Werte
angenommen wird; p; sei der groBte unter diesen Werten. Dann gelten die
Beziehungen

8 4, (?1) =d;

o=dy, ¢ =d;
Ai(s)=zd,  fur  sz=1.
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Auf dieselbe Weise betrachtet man das Minimum (angenommen fir s=p,
und fiir kein s>p,) des Ausdrucks

Ay(s) = Cprit O et op s

s >

namlich Ay (py) =dy>d; mit ¢, 11 = dy, ¢y 1p, < dy und A,(s) = 4, fiir s=1.
Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhilt man die Folge {p,} mit p; ganz
und positiv, und die Folge {d,} mit d; reell und 4;<<d,<---. Diese Folgen
sind so beschaffen, daB '

Ay(p) = Hanr C’f-;‘ﬁ U g, i1,
i
(13) C/l‘—x-i-l2 di» Ct,-g d,j
und

Gyt et b aads 1y (s)=>d
1

s - =

fiir alle s> 1.
Hierbei ist . '
=p+ -+ b, H=0.
BesicovitcH hat bewiesen, daB fiir vorgegebenes >0 und fiir alle ge-
niigend groBe ¢ die Ungleichung
1

(14) m(g, ) > {Mg, )} otennd,  o'=_>0
im Intervall

(15) et + ¥ <r<efin(t 4 §)F

gilt.

‘Wir wollen die obigen Resultate von BEsicoviTcH anwenden, um zu zeigen,
daB die die Ungleichung (14) befriedigenden 7-Werte mit einer gewissen min-
desten Hiufigkeit vorkommen und sogar, dafl benachbarte Intervalle (15)
nicht allzu weit voneinander entfernt liegen. Daraus wird folgen, daB 7(R)
und M, (f, R) GroBen derselben Ordnung sind..

Es seien 2 und £’ so gewihlt, daB
1 r—my. 1 L §
(16) —Q—>k>/e>2, o<y < =e<.
Es strebt b,# %~ co mit #— co. Also gilt. fiir alle geniigend groBe »

b,n ¥ > ent ¥
und nach (12)

(17) ¢, =1log(b,n™¥)> (k — k) logn +1> (k — &) log (n ).

Wir setzen S; fiir den rechten Endpunkt des i-ten Intervalls (15) und s; flir
den linken Endpunkt des (¢ 1)-ten Intervalls:

S;=efn{t;+3)¥

;== ety + P
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Nach (13), (17) ist
dip1> 6, > (R — &) log (¢ +1+
el > (g + 3)FF

fiir alle geniigend grofe 7. Andererseits gilt fiir groBes s

und damit

S>> (b + )0

und somit o » . ,
5; < el (el IB—K) — gisa (HE—K) = SHE=F

Nach den Resultaten von Besicovitct kann man die Ungleichung
(A_k
§; < St k—-_k’~>
so deuten: Es gibt ein Y, so daB fir R>Y das Intervall (R, R¥®~*)) min-
destens einen die Ungleichung (14) befriedigenden Punkt # enthilt.

Zu gegebenemJR sei #; die Losung der Gleichung
1

Mig,7) — R=iF e

R sei so groB gewihlt, daBl », groBer als Y ist. Dann liegt im Intervall (ry, 5 —F)
wenigstens ein Punkt 7,, fiir den gilt

(18) m (g, rg) > {M(g, ry) o 7> (Mg, ) {-et s ne) = R.

Weil m (g, 7) eine stetige Funktion von 7 ist, ist # (R), die kleinste Ldsung von
m (g, 7)=R, Kkleiner als 7, und 7,<<#¥*~¥. Trivialerweise ist » (R) > M., (¢, R).
Somit haben wir tatsichlich fiir alle geniigend grofien R:

! SRR S L
(5,) g Rsr(R L \M ( SR+ CoSng’)}k—Jz’ .
Nach Hilfssatz 1 ist fiir alle genligend groflen R

- e
(19) 7(R) < {M, (g, R} FF/\"eFoosng " 3)

wobei >0 beliebig klein gewidhlt werden darf. Im folgenden versuchen wir,
im Ausdruck {19) einen mdglichst kleinen Exponenten zu erhalten.

Man setze £ = 1/p,. Die Ungleichungen (16) ergeben

(20) o< <o <%
Es sei
———hmsu 1— S —Ma 1— cos .
£g = limsup (1 —g,/¢) cos ' = Max (1 — gle’) cos o’
0<91<9 <%

Man nehme g;, ¢’ wie in (20) und ferner so, daB

(1 — a1fe") cos o’ > 1/(L(e) + 8/3),

k LI . <L(9)+—‘§—.

k—k cosmg (1 — pyf0") cos m @’

also
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£>>0 war beliebig klein zu wihlen; es sei so klein, daB
k 1 24
k—F ’ — &+ cosmo’ <L(Q) +T
fiir die jetzt gewihlten %, k. Mit diesen Werten von %, 2’ und ¢, die aflein
von p und & abhingen, ergibt die obige Diskussion [insbesondere (5')], da3
fir alle gentigend groBen R

(5) M(g, R) < 7(R) < {M,(g, R)}\L@+3)

ist. Also ist Satz 1 fiir die Funktion (9") und somit allgemein bewiesen worden.

Das Verhalten des kleinsten Betrages hat natiirlich Konsequenzen fiir die
Niveaulinien einer ganzen Funktion:

Satz 2. Es seien B>A>0, R>0 und g(z) eine in |z| < B regulire Funk-
tion mit den Eigenschaften:

fir |z} <4 ist [g(z)| <R,
fitr \z| = B ist |g(2)| > R;

dann gibt es in A < |z| << B eine einfach geschlossene, den Nullpunkt enthaltende
Kurve I', auf der |g(2)] =R gilt.

Insbesondere sei g(z) eine ganze Fumktion der Ordnung 9<<%; dann gibt es
ein Ry>0, so daf filr alle R>R, der Kreisring

(21) M_ (g, A< |z| <r(R+1)

eine den Nullpunkt enthaltende, einfach geschlossene Kurve I' enthilt, auf der
|g(z)| =R gilt.

Beweis. Man nehme die zusammenhingende (nach dem Satz vom Maximum
sogar einfach zusammenhidngende) Komponente K der offenen Menge
{z|g(z)| <R}, die den Kreis |z|<A einschlieBt. I" wird als Rand von K
gewihlt. Der Rand von K besteht aus Niveaukurvenstiicken, auf denen
|g(z}) =R gilt. Aus der Kompaktheit der in der Kreisscheibe |z]| < B gele-
genen Niveaukurven |g(z)| = R folgt, daB diese Kurven eine endliche Gesamt-
bogenlinge haben. Von einem beliebigen Punkt @ auf dem Rand von K
ausgehend, verfolge man irgendeinen durch @ laufenden Zweig von Rand K;
man gehe immer in der gleichen Richtung weiter; st68t man auf einen Kreu-
zungspunkt P der Niveaukurven, indem man in P entlang dem Kurvenast «
ankommt, so soll man P entlang den nach folgender Vorschrift gewéhlten
Ast o’ verlassen: o’ schlieBt mit « in der Umgebung von P einen Winkelraum
ein, dessen innere Punkte zu K gehéren. Dann gehért auch der Ast «' zu
Rand K. Dieser Vorschrift fiir jeden eventuell vorkommenden Kreuzungs-
punkt folgend, kann man den Rand von K unbegrenzt verfolgen. Wegen der
Beschrinktheit der Gesamtbogenlinge trifft man einen Punkt 3 mehr als
einmal; I" sei der zwischen dem ersten und zweiten Auftreten von 7 durch-
laufene Teil von Rand K; wenn man die durchlaufene Bogenlinge als Para-
meter einfithrt, erkennt man; daB I" eine Jordan-Kurve bildet, auf der
|g(z)| =R gilt. Im Innern von I"ist |g(s)]<R.
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Es gibt in |z| < B nur endlich viele Nullstellen von f'(z), d.h. Kreuzungs-
punkte des Niveaugebildes. Man nehme einen Punkt £ 1", der kein Kreu-
zungspunkt ist. Nach dem Satz vom gréBten Betrag wird eine kleine Kreis-
scheibe um £ durch die Kurve I' in zwei Teile K, K, geteilt, fiir die [ f(z){ >R
bzw. |f(2)] <R. K, gehort zum Innern von I'. Nun gehért I” zum Rand von
K. Es folgt, dal K mit dem Innern von I" identisch ist und daB I' den Null-
punkt enthilt.

Die Behauptung iiber ganze Funktionen folgt unmittelbar aus dem ersten
Teil des Satzes.

Fiir ganze Funktionen hoherer Ordnung brauchen geschlossene Niveau-
linien {iberhaupt nicht zu existieren; so sind die Niveaulinien von ¢* z.B. die
Geraden Rez=konst.

§4. Die Zusammensetzung f{g (2)} und ihre GroBe auf gewissen
kreisartigen Kurven

Die grundlegenden Sitze 1 und 2 kann man jetzt anwenden, um Ergeb-
nisse iiber die Wertverteilung von zusammengesetzten Funktionen der Form
1{g(2)} abzuleiten.

Satz 3. Es seien [(z) und g(z) ganze Funktionen der Ordnung o; bzw. g,
0<9,<3%, 0L 0, <. Dann existiert zu gegebenen £>0, 6>0 eine Folge von
geschlossenen Jordan-Kurven I, die den Nullpunki enthalien und auferdem
folgende Eigenschaften haben: Es seien o; und o, die grofite bzw. kleinste Ent-
fernung zwischen dem Nullpunkt und I.. Dann

@) gi—>o0,

(il) o;<glF'®*® wobei L(o,) die tm Satz 1 erklirte Bedewtung hat,

(iil) auf I} (die innerhald von |z| <o, liegt) ist

1 —& + cos m-of
(22) |/ {g(2)}] >M[f, M(g, 51—1‘%”)]

fiir z€ I;. Ferner lassen sich positive Konstanten K> 1 und 7, finden, so daf
fiir s>y jeder Kreisring s<|z|<s¥ zime solche Kurve I' enthils.

Beweis, Wir nehmen gemiB Satz 1 so groBe R-Werte, daB
7(R) < M, (g, R)Hed +9
ist [#,(R) ist die kleinste Losung der Gleichung m(g,7) =R}, und daf} die
Voraussetzungen des Satzes 2 beziiglich der Funktion g(z) erfiillt werden.
‘Unter diesen wihlen wir einen solchen Wert R;, daB auch (Satz von LITTLE-

WOoOD-WIMAN)
m(f, R;) > {M(f, R}~ eosmw

gilt. Nach Satz 2 gibt es eine Jordan-Kurve I} in dem Kreisring

M, (g R) < 2| <7, (Ri+ 1),
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fir die |g(z)| =R; ist. Fir groBes R; ist nach Hilfssatz 1

Ligy) + L{gg) +6

)
7,(R; 4+ 1) <{M, (g, R, +1)} < {M_, (g, R))} )

und I liegt daher in

(23) M, (g, Ry < |z| <{M, (g, R;)}e0 2,
Fiir z¢€ I; hat man

(24) [F{g (@} > m(f, R) > {M(f, R)}~=+ oo,
Nun ist

F<7(R;+1) <{M,(g R} +¢
d.h.
1
Ri>M(g’6‘i L(Qa)+5),

und (24) wird somit zu (22). Weil g;> M_, (g, R;) ist, ist (23) gleichbedeutend
mit
g;$|2[$5i<gﬂe’)+a fiir ZEE.

Zu beweisen bleibt nur die Aussage iiber die Verteilung der I'-Kurven.
Nehmen wir ¢’ <¢, §>90">g;, so daB
cos(nmg’) — &' = cos(mp) — &.

Aus dem Beweis von -Satz 1 [vgl. (17), (18)] sieht man, daB fiir alle geniigend
groBen R (>A etwa) jedes Intervall (R, R®) — wobei ¢> p'/(¢’— g;) —. ein
solches R enthilt, daB

(25) mf, Ié) - M(f, jé)-—s’—}-cosng’: M/, é)——e-rcosngf'

Im folgenden wollen wir nur so groBe s-Werte wihlen, dal R =M( ,S)> 4.
Nach dem Hilfssatz 1 ist fiir beliebiges, festes £>0 und passend groBes s

M, (g, RY) <{M,(g,R)}+% =s+F
und daher
Mg, s8> {M(g,s)y*= R
In (R, R") liegt ein R, das (25) geniigt. In (s, s°* %) liegt ein § mit M(g, §) = R.
Also liegt nach (23) im Kreisring
g glzl < §lleg) + 6
und somit sicher im Kreisring
s< 2] < ste+ 8 Lied +9)
eine den Nullpunkt umschlingende Jordan-Kurve I" des behaupteten Typs.
Das K der Behauptung ist gleich

(¢ +2) (Ligg) +9)-
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Zusatz. Es ist klar, daB M [f{g(3)},»]< M [f, M(g,7)]. Dann ist fiir die
rechte Seite von (22)

—e+cos e,

}—e+cosng,

1 1
M [f, M {g, G; Hen + 6} >M [/ {g(2)},5; Len +6

cosmop—e—e )

=M g5\ Laa

fiir beliebig kleines &'>>0 und passend groBes ¢; nach Hilfssatz 1.

Notwendig, dal eine gegebene ganze Funktion @(z) sich in der Form
D(z)=f {g ()} aus zwei ganzen Funktionen f(2) und g(z) von kleinerer Ord-
nung als 4 zusammensetzen 1iBt, ist die Bedingung, daB es eineé Konstante
% >0 und eine Folge von Kurven I; (mit &;,=Max |z], ¢ I}) der oben be-
schriebenen Beschaffenhéit gibt, auf denen

(26 | D(z) |.> {M(D,5,)}

ist. Obgleich wir jetzt Kurven I haben, fiir die sich der kleinste Betrag
mit dem gréBten vergleichen 14Bt, wird iiber die absolute GroBe von |f {g(z)}|
auf diesen Kurven immer noch fast nichts ausgesagt: Es wire denkbar, etwa
‘bei unregelmiBigem Wachstum von f{g(z)}, daB M[f{g(z)}, #] in gewissen,
die Kurven I enthaltenden Bereichen verhiltnismaBig kleine Werte an-
nimmt. Deshalb ist interessant der '

Satz 4. Es seien {(2) und g(z) ganze (transzendente) Funktionen der Ord-
nungen oy bzw. g,, 0<9;<}, 05 0,<%; L sei eine beliebige positive reelle
Zahl. Dann gibt es eine Folge I, von geschlossenen, den Nullpunkt enthaltenden,
und den Anforderungen (i) wnd (i) von Satz 3 gewiigenden Jovdan-Kurven,
auf denen

(27) | g (2)}] > exp (57)
fiir z €I gilt, wobei g,= MEa;( lz].
2C Ty
Beweis. Es folgt bekanntlich aus den Phragmen-Lindeléfschen Metho-
den, dafl zu gegebenem £>0 und einer ganzen Funktion f(z) der Ord-
nung g;, 0<<g; <%, sich beliebig groBe R-Werte R, finden lassen, fiir die

m(f, R,) > exp (R¥~9). Im Beweis von Satz 3 kénnte man solche Werte fiir R,
nehmen. Dann gibt es in

M, (g, R) < 2| < {M, (g, R)}lel+?

fiir geniigend groBes R; Kurven I, auf denen

(28) g (@}] > exp(Ry~) > exp [{m(g,57073)) .

weil 5;< {M,(g, R)}*e+? ist. Zu gegebenem K >0 ist fiir geniigend
groBes §; (und also R))

1 K
M ‘(g, o ;L(“"’)“) = 3£ L(g,)+6) .
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(28) wird daher zu
(29) [F{g (2)}] >exp ol Liegte )|,

Der Exponent von ¢; in (29) kann durch passende Wahl von K beliebig groll
gemacht werden, insbesondere gré8er als das L von (27). Die Funktion
f{g{2)} ist von unendlicher Ordnung. _

Bemerkung. Die Bedingung o,>0 in Satz 4 ist wesentlich. Wenn ¢,=0,
0< p,<oo, ist es moglich, daB f{g(z)} sogar eine endliche Ordnung hat.
(Vgl. Pérya [10], BAKER [§]))

Nach Satz 4, wie nach dem in §2 zitierten Satz von P¢rva ist es klar
daB3 p,>0 eine unendliche Ordnung fiir f{g(z)} zur Folge hat. Trotz der
Polyaschen Relation braucht die Wachstumsgeschwindigkeit von f{g(z)}
keineswegs so hoch wie exp {exp (%)} [ein Ausdruck, der ungefihr der Zu-
sammensetzung von exp (#%) und exp (#%) entspricht] zu sein. Das beruht
auf der Moglichkeit einer Wechselwirkung zwischen zwei unregelmiBigen
Wachstumsarten fiir f(z) und g(z). Erst wenn man weitere Wachstums-
bedingungen hinzufiigt [etwa g,>0, 0 < g,= untere Ordnung von g(2)] wird
die Existenz eines «>0 gesichert, fiir das

M[f{g(2)}, 7] =4 0 {exp (exp r%)}.

Auf diese Verhiltnisse gehen wir nicht naher ein. Um aber zu zeigen, daB
sich die Ungleichung (27) von Satz 4 im allgemeinsten Falle nicht sehr ver-
bessern 1403t, beweisen wir den

Satz 5. Gegeben seien zwei Komstanten g4, o6 (mit 0<g,<<1, 0<gpg<<1)
und eine reelle Funktion u(r) mit lim p(r) = co. -Dann existieren zwei ganze

Funktionen g(z) und G(z) der Ordnung o, bzw. og, so daf
(30) M[G{g(5)}, 7] <exp(r")
Jiir alle gentigend grofen r gilt.

Da Verkleinerung von y(r) die Behauptung verschirft, kénnen wir von
vornherein

(31) ur)<logr

annehmen. Als Vorbereitung fiir den Beweis dieses Satzes schickén wir ein
paar Bemerkungen iiber den bekannten Zusammenhang zwischen der Null- -

‘stellenverteilung und dem Wachstum einer ganzen Funktion voraus. .
(o]

Hilfssatz 2. Fiir ein kanonisches Produkt g(z)= [] (1 —E—) sei n(r) die

n=1 an
Anzahl der Nullstellen, deven Betrag wicht grofer als v ist. Wenn fir 0<p<1
stets n(r) <72, aber n{r)=0(re"% fiir kein £>>0 ist, so ist die Ordnung von
g(2) gleich o.
Beweis. Die Ordnung eines kanonischen Produktes ist gleich dem Kon-
vergenzexponenten der Nullstellen (vgl. z.B. [17]). Nun folgt aus #(?) < »°
die Konvergenz von.}; b;7+%, b =|a,|, fiir jedes positive & (Vergleich mit
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2n~ 0Ty d. h. der Konvergenzexponent und damit die Ordnung sind nicht
grofer als p. Wenn die Ordnung von g(z) gleich 4 ist, folgt aus dem Jensen-
schen Satz, daB n(r) =0(r4*%) fir jedes ¢>0 gilt. Wire also die Ordnung
A, A<p, so wire n(r)=0(r4+*) fiir jedes positive &, also gleich O (#1+2f2)
‘entgegen der Annahme des Hilfssatzes.

Bezeichnungen. Ein Polynom
P =] (1—1), 0<|a|<|ay| - <|a,| =T
m=1\" Ty

soll von der Klasse (g, T) sein, wenn fiir die Anzahlfunktion der Nullstellen
n(r) <70 gilt, d.h. fir |a,|zml, m=1,2,..., %

Ein festes Polynom P(z) von der Klasse (p, 7) bestimmt fiir W>T die
Funktionenklasse {P, g, W} aller Funktionen g

(32) g(z)=]z(1—;;), 0<|b]<bp] <o+

mit b;=a,, i=1,...,n,
1bpia| >W>T,
und ng(r)grg.

Lemma-3a) Fiir p<<1 seien ein Polynom P(z) von der Klasse (o, T) und
etn V>0 gegeben. Dann gibt es ein W mit W>V, so daf fir jede Funkiion
g(2) der Klasse {P, o, W}

(33) FM(P,7) <M(g,7) <2M(P,7)
fir v <V gilt.

3b) Zu der als fest betrachten Funktion p(r) von Satz 5 und einem Polynom
P(z) gibt es ein U= U(P), so daf

(34) 2M(P,r) <

fir v= U gilt. Ist P von der Klasse (p, T), so werden wir immer annehmen,
daff U>T ust.

3c) In 3a) wihlen wiv V grofer als das U von 3b). Dann gelten (33) und
(35) Mg, <)
fiir alle v in [U, V] und g €{P, p, W}.

Beweis. 3a) Fur | ° <L ist
by | 2
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so gilt fiir |z]< V (mit der Bezeichnung {5,|=4d,,)

67 g IT [1-5) = 3 fost = )| <21 2 4

\ m>n (W) m>n (W) m>n (W) .

Es ist #(W) < We. Man spalte die letzte Summe von (37) auf folgende Weise
auf:

Dodyt= 2 dit+ X djt=S5+S,.

m>n (W) n(W)<m<Wwe mz=Wwe
In S, ist d,,>W, also ist S;<WeW. Fir alle r gilt #(r) <79, d.h. es gilt

da;t <mmle<m2,
und somit
' S,< 2 mE=0{W9,

mzwe

(37) wird nun zu

(38) tog [T (1—Z)|=2]c| W4 WY,
) : m>n (V) i
Offenbar kann man beliebig groBe W wihlen, so daB (36) erfiillt und (38)
beliebig klein wird. Diese Wahl kann gleichmiBig fiir alle g(z) €{P, ¢, W}
getroffen werden. Dadurch kann man erreichen, daB
\
— < 1— 7)<z,
‘m>n (W)( bm) ‘
also
| g{2)

< 2

PG <2

fir |z| < V gilt. Hieraus folgt die Ungleichung (33) fiir [2| < V. 3b) und 3¢)
sind trivial.

Beweis von Saiz 5. Der Grundgedanke der Konstruktion ist der folgende:
Um die GroBenbeschrinkung (30) zu bewirken, werden G(z) und g{z) als
Funktionen mit sehr unregelmidBigem Wachstum angesetzt. Néamlich G(Z)
kann fiir die Werte von Z verhiltnismiBig groB sein, die als Werte von g (z)
dort vorkommen, wo g(z) verglichen. mit |z| verhéltnismiBig klein ist. Um-
gekehrt, ist Z =g (z) verglichen mit |z| recht groB, so soll G(Z) verglichen mit
|Z| von miBiger GroBe sein. Dieser unbestimmte Gedanke wird verwirklicht,
indem wir zwei nach oo strebende Folgen

(39) 0 <ty <Tuy <vy <<wy <ty <thyg <V <wpl<T:-v,

(40)  0<V<W< h<U<Kh<M<l<U<V<Wi <<
konstruieren. Mit ilinen bilden wir

(41) Gy == [10] — [t m=1,2,...,

42) Q= [To] — [T ], m=1,2,...
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(worin fy=T,=0 zu setzen ist), die Polynome

(43) pn@ =11 (1—2)"  der Kiasse (g;,1,),
k=1 &
(44) . (2) =k[_[1 (1— ;};.)@k der Klasse (g5, T;)
und die ganzen Funktionen
— i __‘z"‘Ik
(43) g =1II{t-,)",
.= 2 \Q
46 Gi)=JT(1— 2}
(46) @=II{1-7)

Wir wollen nachweisen, daBl g(z) und G(z) die Behauptung von Satz 5
erfiillen. Fir #,(r), die Anzahlfunktion der Nullstellen von g(z) gilt

g (tm) = [13¢]
und fiir alle ¥ mit £, <r<{,
ny(r) = [12] <7%.
Nach Hilfssatz 2 ist die Ordnung von g(z) genau g,. Entsprechend ist die
Ordnung von G(2) genau gg.
Um die wichtigste Behauptung (30) zu beweisen, richten wir die Folgen
so ein, daB fiir jedes =1, 2, ... die endlichen Teilfolgen von (39) und (40):

(47) O<ty <o < t, < m, <0, <W,,
(48) 0<Vy<Wo< o<V <W, < T, <,

die in (49) bis (53) ausgesprochenen Eigenschaften besitzen: Fiir jede Funktion
g (2) der Klasse {p,, o,, w,} gelten

{49) Mg, u) <V, =1,...,0,

(50) M, ,v) > U, E=1,...,n,

(51) Mg, r) <" in {u,v,), E=1,...,n.

Fiir jede Funktion G,(2) der Klasse {F,_,, 0g, W,.,} gelten
(52) M(G,,r)<2 in [0,¥],

(32" MG, <"  in [U,V,], k=1,..,5—1.
Weiter gilt

(53) 2M(B,,r) < r#® fiir r 2 U,.

Nehmen wir vorliufig an, die angegebenen Anforderungen (49). bis (53)
fiir n==1, 2, ... seien erfiilllt. Wir zeigen, dall dann die Funktionen g(z) und
G (2) von (45) bzw. (46) die Ungleichung (30} erfiillen. Die Funktionen g(z)
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und G(z) gehoren den Klassen {p,, o,, w,} bzw. {F,, o¢, W,} fiir alle # an.
Daraus und aus (49) bis (52') folgen

(54) Mg w)<Vi,, k=12 ..,
{55) Mg, v) > U, k=1,2,...,
(56) Mg, r) < in [u,v,], k=1,2,...,
(57) M(G,7y<<2  in [0,Vp],

(57°Y MG, ry<r™  in [U, V], k=1,2,....

Weil g(z) bzw. G(z) die Ordnung g,<<1 bzw. p;<C1 hat, gelten fiir alle groBen
r-Werte

(58) Mg, 7) <<exp(r®™l)y  Dbzw. M(G,7)<e.
Allgemein gilt
(58) M{G(), 7)< M{G, M(g,7)}.

(i) Fir » gemiB v, , <7< u, liegt R=M(g, ») in [U,_, V] nach (54),
(55). Hiernach und nach (57') ist

M(G,Ry< Rr®
und (58') wird zu

M{Gg),r} < R
< {exp (reetd) wexpr @ty pach (58)
< {exp(ro+)y¥**! nach (31)
- exp(et) <exp(¥)
fiir alle geniigend groBen r (oder ).
(i) For # gemdB w, <7< v, ist nach (56)

R=Mg,ry<r®
und (58") wird zu
M{G(g), 7} < ¥ <exp (")

fur alle gentigend groBen 7 {oder k). Alle »-Werte fallen entweder in Intervalle
[vp_1, ;) oder Intervalle [u,,v,], so daB die Behauptung (30) von Satz§
bewiesen ist.

Es bleibt, die induktive Konstruktion der Folgen (39), (40) mit den Eigen-
schaften (49) bis (53) nachzuholen.

n=1. Man wihle >0 und definiere gemaB (41) und (43) das Polynom
$,(2) der Klasse (g,, #,). Nach Hilfssatz 3b existiert u, = U(p,) >{,, so daB
fir r=u,

(59) 2M(py,7) <r”

Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 10
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gilt. Dann wihle man

(60) Vo> 2M(py, w)

und geméiB Lemma 3a ein W, > ¥ so, daB fiir jede Funktion f7; (2) €{F), ¢, Wg}
— wobei F(2) =1 —

(61) MG, <2

fur <V, gilt. Jetzt nimmt man ein 7;> W, definiert gemiB (42) und (44)

das Polynom™ F (2) der Klasse (g, 7) und findet nach Hilfssatz 3b ein
U,=U(R)>T, so, daB fir r 2 U,

(62) 2M(B,r) <)

ist. »;>u, sei so gewihit, daB

(63) FM(py, v) > Uy,

und w;>v, so groB, daB alle g (2) €{p,, 0;, 1} die Ungleichungen
(64) FM(py,7) <M(g,7) <2M(py,7)

und

(65) Mg, 7) <r®

in [u,, v,) erfilllen. Fiir jedes g () €{#y, 0y, %} ist nach (60) und (64)
(66) Mgy, ) <2M(py, wm) <V,

und nach (63) und (64)

(67) Mgy, v) > M(py, v)) > Uy

Wir haben also

O<h < u <vy <wy
und ‘

o<V <Wy< <l

konstruiert, fir die die Gln. (66), (67), (65), (61), (62) die entsprechenden
Gln. (49) bis (53) der Induktionsbehauptung im Fall # =1 bilden.

Allgemeiner Induktionsschritt, Jetzt riehmen wir an, die Konstruktion sei
firn=1,27...,N ausgefithrt. Schon konstruiert sind die endlichen Teilfolgen
()<t1<<tN<uN<vN<wN
0<%<"'<VN_1<WN_1 < Iy < Uy.
Man wihle #y,,>wy und definiere gemaf (41) und (43) das Polynom py, ()

der Klasse (g,,ty.1). Nach Hilfssatz 3b existiert uy. )= Ulpyi1) >tn11 SO,
daB fiir = uy,

(63) 2M(pyyr,7) <r®

gilt. Dann wihle man Vy gemil

(69) Vy>2M (P41 #n41)
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und pach Lemma 3a ein Wy>V, so, daB fir jede Funktion

Gn11(2) €4y, 06, Wy}
(70) M(Gyiq,7) <7#?

fir 7 in [Uy, V] gilt. Jetzt nimmt man ein Ty, ,>Wy, definiert gemaB (42)
und (44) das Polynom Py, (?) der Klassé (gg, Ty;,), und bestimmt nach
Hilfssatz 3b ein Uy, = U(Py ;) >Ty,4 so, da

(71) 2M(Pyiq,7) <7*?

fiir »> Uy, gilt. vy,,>uy,, sei so gewdhlt, dal3

(72) M (pyir, 911 > Ui

und wy., nach Hilfssatz 3¢ so groB, daB alle gy.,(2) € {Py11, 0 Wy}
(73) FM(pyi1,7) < Mgy i1, 1) <2M(pny1,7)

und

(74) Mgni1,7) <r*®

in [#y4y, vy.,] erfiillen. Fir jedes gy.i1(2) € {pyi1, 6, ©niq} ist nach (69)
und (73)

(75) Mgy 41, ¥n11) <2M(pnyq, wnia) <V,

und nach (72) und (73)

(76) M(gn11, 9841 > 3 M(Py1a, Onsa) > Unos
Wegen

1D 0g @n} D {PNr1s Qs Wapa}
Py o6, Wyt > {Py.1, 06, Wy}

geniigt jedes gy.., den Gln. (49), (50), (51) fir n=N 41, k=1, ..., N, und
jedes Gy, der Gl (52) mit n=N -1, k=1,,.., N—1, und der GI. (52).
Aber die Gln. (75), (76), (74), (70), (71) ergeben die GIn. (49), (50), (51) mit
n=N-+1, k=N-1, die GL (52') mit s=N-+1, k=N und die Gl. (53) mit
n=N-4+1.

Hiermit ist die Induktion beendet.

und

11. Die Vertauschbarkeitsrelation f{g(2)} = g{f(2)}

§ 5. Funktionen, die mit einer gegebenen Funktion vertauschbar sind

An und fiir sich ist schon die Moglichkeit einer kommutativen Zusammen-
setzung

(1) Fz)=Hel)) =g {f ()

der ganzen Funktion F(z) aus den ,,vertauschbaren ganzen Funktionen f(z)
und g(z) von Interesse. Als Beispiel treten vor allem die Iterierten einer
10*
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gegebenen Funktion auf. Die Iterierten einer gegebenen Funktion f(z) werden
induktiv definiert:

(2) e =2 hie) =1@) It =51} =G,

wobei m ganz und positiv ist. Sie sind offenbar ganz. Wir werden unsere
Resultate auch besonders auf die Iterationstheorie anwenden. Fiir Polynome
haben Riyrt [18],[19] und JacosstHAL [20], fiir gebrochene Funktionen
Juria [21] die Zusammensetzung (1) untersucht. Auf den Fall, daBl f(z)
und g(2) [also auch F(z)] Polynome sind, wollen wir nicht eingehen, sondern
verweisen auf [18], [19] und [20]. Die Vertauschbarkeit einer ganzen trans-
zendenten Funktion mit einem Polynom kann man wegen des folgenden
Satzes 6 weitgehend ausschlieBen. Im Beweis benutzen wir den

Hilfssatz 4. Zu einer ganzen Funktion f[(z) gebe es zwei reelle positive
Zahlen ¢, d und ein gamzes n>1, so daf

(3) M(f, cr) < d{M(f,")}";

dann ist f(z) ein Polyn’om.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Hadamardschen Satz, der besagt,
daf3 log M(f, r) eine konvexe Funktion von log » ist. Wir setzen logr=u,
log M(f, v) = V(x), log c=v, logd=4. (3) nimmt die Form

4) Viex+y)<nV(x)+ 9.
Wir zeigen, daB es reelle 4 und B gibt, so daB3
Vix)y<Ax-+ B

(wenigstens fiir alle gentigend groBen x). Man nehme ein festes x, > Max
(0, ”__7’1 ), ferner reelle 4 und B, welche die zwei Bedingungen
(

5) Axy+ B> V(xg)
und
(6) Ay—(nfi)B>5

.gleichzeitig erfiillen, z.B.

— Y V(%) = %9

(n—1) Vizg) + 8
p+m—1) x5’ '

A>—'y—|—(n—1);|f0

Fiir x> n——_y! ist nun #x 49> x: also mit der Definition

NETY =%, HBXh+PYP=2%
ist x,<<xy,<C---<%, und x,~>oo. Nach den obigen Definitionen ist
{7 Vin) <Az + B,

wie man leicht induktiv beweist: Fiir £=0 ist (7) nach (5) richtig.
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Ist V(x,_{) <4 x,_,+ B, so ist nach (4)

Vigg <nV(x_) +0<nAzx,_;+nB-+4
:Am%ﬂ+ﬂ+hB—Ay+6<A%+B
nach {(6). Wegen der Konvexitit von V(x) in x gilt V(x)<<Ax+ B auch fiir
Xp<< X< %), also fiir alle x> x,. Fiir M(f, ) bedeutet das
M(f,7) .< efrd.
Nach dem Satz von LIOUVILLE ist daher /f(z) ein Polynom.

Satz 6. Das nichtkonstante Polynom g(z) sei mit der ganzen transzendenten
Funktion f(2) wie in der Gl. (1) angegeben vertauschbar ; dann hat g (2) die Gestalt
g(2) =227 L b, m und n ganz. Umgekehrt gibt es zu jedem Paar von ganzen
Zahlen m, n und jedem komplexen b eine ganze transzendente Funktion f(2), die
mit g(z) =z """ b vertauschbar ist.

Beweis. Es sei g(z) =ag+ a2+ ---+a,2". Dann ist
(8)  F)=f(a+amz+ -+ a,2") =a,+af(D) + -+ a, (@)
Fiir alle gentigend groBeﬁ 7 ist
(%) |ag+ - + a,2"| > ’””l fiar |z] > 7.

Also enthilt das Bild von |z|>7 bei der Abbildung z—g(z) = w keinen Punkt

der Kreisscheibe |w| <v|—alll—, und das Bild B von |z| <7 enthilt die ganze
Kreisscheibe, Dann ist
M(F,7)= Max|f(a0—§— -+ a, 2"

(10) . I‘?f{l &

= degliol= M |l = m(p'7).

fo <+
Andererseits gibt es ein K>0, so daB fiir |w|>K
(11) lay+ aw + - + a,w"| < 2|a,||w"|
ist. Zu 7 sei z} ein solcher Wert, daf8
M(F,7) = |F(z")|, || =7.

Nach (8) ist dann
(12) M(F,7) = F(zf) = |ag+ ;[ () + - + a, (f(z7))"].

Weil M(F,7) nach oo strebt, wird |f{z})|> K fiir alle geniigend groBen 7;
nach (11) und (12) ist dann

(13) M(F,7) < 2|a,| |} ()" < 2] a, | {M(f, 7)}";
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also nach (10) und (13)
M (1,150 < 20, 01 Y

Auf Grund des Hilfssatzes und der Annahme, f(z) sei transzendent, erhalt
man #=0 oder #=1. Den Fall #=0 haben wir ausgeschlossen. Man hat
noch festzustellen, welche linearen Polynome mit einer ganzen transzendenten
Funktion vertauschbar sein konnen.

Es sei
(14) flaz+b)=af(z) +b=F(), a=0.

Zuerst sei a==1. In diesem Falle fithren wir die neue Verdnderliche y und die
neuen Funktionen g*(y), 2(y) ein:

(5)  z=y+ P ) =g*0) &) =h()+ .

a 1—a

h(y) ist eine ganze transzendente Funktion von y. Mit der neuen Bezeichnung
erhilt man aus (14)

(16) h(ay) = ah(y).

Es sei A(y)= 2, h.v*. Dann gilt
p=0

(17) hk(ak—ﬂ)zo.

Fiir a entstehen die beiden Fille:

(i) a=F0, aszexp (Zn-n—i),

dann ist A4,=0, k=2,%, ..., im Widerspruch zur Transzendenz von #k(y)

und f(z); also kann dieser Fall nicht eintreten

(ii) a = exp (275::’ z'), (m,n relativ prim), m ==0;
dann muB %(y) die Gestalt

(13 ho) =y S b, 3

haben, wie aus (17) ersichtlich ist. Jede solche Funktion %(y) geniigt der
Gl (16). Durch die Umkehrung der Transformation (15) erhdlt man die
Funktionef f(z), die mit ze®*™" 4+ b, m==0, vertauschbar sind.

Auch im Fall e=1, d.h. g(z) =%+, ist g(2) mit transzendenten Funk-

tionen vertauschbar, z.B. mit z-}sin (72%{)_ Damit ist-der Satz 6 bewiesen.

Fix;ﬁuhkte. L&Bt man oben konstante Polynome zu, etwa g(z)=a, so
lautet die Vertauschbarkeitsbedingung:

fa)=a
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oder, mit der iiblichen Bezeichnung: « ist ein Fixpunkt von f(z). Der Wert
J'(a) heiBt dann der ,,Multiplikator* von &. Diese Fixpunkte sind sehr wichtig
fiir Untersuchungen iiber vertauschbare Funktionen und Iterationen, wie man .
im Laufe des Paragraphen sehen wird. ‘

Zilerst wollen wir einige

Bezeichnungen und Resultate aus der Iterationstheorie erwihnen.
Beweise findet man in’ Fatou [§]. Bis zum Ende dieses Paragraphen seien
f(z) und g(2) ganze transzendente Funktionen. Hat f(z) einen Picardschen
Ausnahmewert, etwa A, so ist dieser der einzige, und f(z) hat die Form

f(z) = A+ P(z) exp (G(2)),
wobei P(z) ein Polynom und G(2) eine ganze Funktion ist. Im Fall .
f@) =a+ (z—a)exp (G(), r=0 ganz,

heiBt o ein ,,Fatouscher Ausnahmewert” (héchstens einer existiert).

Die Menge &(f) bestehe aus denjenigen Punkten der komplexen Ebene,
wo die Folge {f,(z)} aller Iterierten nicht normal ist. Der unendlich ferne
Punkt wird stets zu &(f) hinzugerechnet.

Ein ,,abstoBender* bzw. ,,anziehender” Fixpunkt #n-ter Ordnung von f(z)
(n eine natiirliche Zahl) ist ein Fixpunkt von f,(z) mit Multiplikator vom
Betrag groBer bzw. kleiner als 1. Die abstoBenden Fixpunkte jeder Ordnung
gehdren zu F(f), die anziehenden jeder Ordnung gehéren nicht zu F(f).

Es seien z, € (f) und m, n zwei natiirliche Zahlen; dann gehéren f, (z,)
wie auch jede Losung & der Gleichung f,(§) =z, zur Menge F(f) — ,,voll-
stindige Invarianz“ von §(f).

F.I. §(f) ist eine nicht leere perfekte Menge.

F.IL Jeder Punkt von (/) ist ein Haufungspunkt von Fixpunkten der
14 (2).

F.III. Ein beschrinktes Gebiet 4, das.den eventuell vorhandenen Fatou-
schen Ausnahmewert weder im Innern noch auf dem Rande enthilt, und im
ibrigen beliebig ist, sei gegeben; dann gibt es zu jeder Umgebung 6 eines be-
liebigen Punktes z, € () ein Nz, 6, 4), so daB & durch jedes f,(z) mit
n>N{zy, 6, 4) auf ein Gebiet abgebildet wird, das A enthilt. ‘

E.IV. Fir jedes c€%(f) und fiir jeden Punkt z,, auBer dem eventuell
vorhandenen Fatouschen Ausnahmewert, gibt es eine Folge z,—>¢, k=1, 2, ...
und natiirliche Zahlen #;, so daB £, (2;) =2z,.

Im weiteren Verlaufe der Arbeit wird die folgende Bezeichnung hiufig
verwandt. D sej ein Gebiet, 4(2) eine in D erklirte Funktion; dann bedeutet
2 (D) das Bildgebiet von D bei der Abbildung z—%(z).

SchlieBlich wollen wir einen erst spiter benutzten Satz von H. Bour [22]
zitieren.
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B. Es sei 0<<p<C1 und D(z) eine im Kreis K:|z| < 1 regulire Funktion mit

D(0) =0
und
Max |P(z)| = 1.
51%e
Dann enthilt die Bildmenge ©(K) einen Kreisrand |z| =rq mit 74> c, wobei
c=c{p), etne positive allein von g [also nicht von P(2)) abhingige Konstante ist.

Hilfssitze, in denen die Fixpunkte und die Begriffe der Iterations-
theorie eine Rolle spielen.

(1) f(z) und g(a) seien miteinander vertauschbar und & sei ein Fixpunkt
von f(2). Dann ist g(&) auch ein Fixpunkt von f{z). Ist g'(§)==0, so haben &
und g(&) als Fixpunkte von f(z) denselben Multiplikator. Beweis: trivial.

(i) f(z) und g(2) seien vertauschbar. Dann folgt
(@) aus z, €F(f), dapf g(z) €F(f), und
(b) F() B <T@}

Beweis. - (a) Es sei z,€F(f). Um g(z,) als Mittelpunkt nehmen wir eine
beliebig kleine offene Kreisscheibe K. Um z, als Mittelpunkt wihlen wir eine
so kleine Kreisscheibe C, dafB} g(C) C K. Dann nimmt f,(z) in K wenigstens
alle Werte an, die f, {g(2)} = g{/,(#)} in C annimmt. Weil {f,(z)} in C nicht
normal ist, nehmen in C in ihrer Gesamtheit die Funktionen f, (2) alle Werte
mit hochstens einer Ausnahme an. Man weiB dann dasselbe von den Funk-
tionen f,(2) in K. K war beliebig klein. Also ist {f,(z)} nicht normal in g (z).

(b) Wir wihlen z,€§ {f(g)} und 2, so, daB f(z) =2,. Nach (a) liegt g(z,)
in §{fle)}, weil g(z) und f{g(2)} vertauschbar sind. Aber g{(z,)=f{g(z)}.
und nach der vollstindigen Invarianz von § {f{g)} ist somit 2 € & {f(g)}. Jetzt
nehmen wir irgendein ¢€ F(f). Dann gibt es nach F.IV eine Folgez,—¢
und Iterierte f,, v=1,2,..., mit f, (2) =2, % €T {{(g)}. [Bei der Wahl
von z, € {f{g)} hat man darauf zu achten, daB z, nicht der eventuell vor-
handene ,,Ausnahmepunkt’ ist, was nach F.I moglich ist.] Dann ist nach
dem oben Bewiesenen jedes z,€ & {f(g)}. & {f(¢)} ist nach F.I perfekt und
damit abgeschlossen; also ist c=,1irr;o z, € F{f (@)}

Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen ist nicht bloB F(f) € & {f(g)},
sondern auch

TS ST @}

Die Bedingung (b) stellt eine ziemlich starke, wenn auch uniibersichtliche
Einschrinkung der ganzen Funktionen dar, die mit einer gegebenen ganzen
Funktion vertauschbar sind. Als’ Anwendung von (b) beweisen wir die Be-
hauptung

(iii) f(2) wnd g(z) seien miteinander vertauschbar und mogen einen gemein~
samen Fixpunkt c haben, es sei ferner c € F(f) [also ist |[(c)| = 1]; dann ist
[g'{o)] = 1.
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Beweis. Es sei |g'(c)|=|a|<1; dann wihlen wir # so, daB

PNl e 1
Ign(c)l *’"Iall < If—l(;)l .

Es ist
He@y=c, T8 —|apire) <1,

woraus folgt, daB ¢4 § {f(g,)}. Dies ist aber ein Widerspruch, da auf Grund
der Vertauschbarkeit von f(z) und g,(z) nach (b) c€F {f(g.)}-

(iv) f(2) und g(z) seien miteinander vertauschbar; wenn f(z) den Fatouschen
Ausnakmewert £ hat, so ist & auch fiir g(z) Fatouscher Ausnahmewert.

Beweis. Es gibt zwei Fille.
(a) f(2)=¢ hat nur die Wurzel z=¢§ und f(z) die Form

H2) =&+ (z—&) exp Q(2),
r>0 ganz, Q(z) ganze Funk_tion.

Wenn g(z) =& entweder keine Wurzel oder nur die Wurzel z2=£ hat, so
ist & Fatouscher Ausnahmewert von g(z). Wir nehmen an, dal3 es eine Wurzel
z=n=& von g(z) =& gibt, und werden einen Widerspruch herleiten. Weil
n==£ ist, gibt es unendlich viele @ mit (@) =%. Aus f{g(0)}=g{f(O)}=
g(n) =£& folgt aber g(@) =&. Durch Wiederholung dieses Beweises zeigt man,
daB g (z) in jedem der Werte (f,) (), d.h. der Werteamit f, () =7 (n=1,2,...)
den Wert & hat. »

Aus der Iterationstheorie (F.IV) weil man, daB diese Menge im End-
lichen Hiufungspunkte hat, und zwar die Punkte der perfekten Menge F(f).
Die &-Punkte der transzendenten Funktion g(z) kénnen aber keinen endlichen
Hiufungspunkt haben. -

(b) f(2) =& hat keine Wurzel. Dann ist es klar, daB g(z) =& héchstens die
Waurzel z=¢ besitat.

Es ist bemerkenswert, dal} Vertauschbarkeit von g (2) mit einer gegebenen
Funktion f(z) ganz allgemein eine Einschrinkung des Wachstums von g(z)
durch die Iterierten f,(z) bedeutet.

Satz 7. [(z) und g(z) seien vertauschbay, dann gibi es eine ganze positive
Zahi n und ein Ry>0, so daf fir alle v >R,

M(fas ) > Mg, 7).

Beweis. 7z, sei ein Punkt in §(f); wenn f(z) einen Fatouschen Ausnahme-
wert & besitzt, wihlen wir ein solches z,, daB |zy—&|>2 ist. Es sei K ein
Kreis vom Radius 1 um den Punkt z,. Falls f(z) nun den Ausnahmewert &
besitzt, ist & nach (iv) auch -Ausnahmewert von g(2); weil £4 K, ist also
£dg(K). Es gibt somit stets eine ganze positive Zahl m, so ddB f,(K) das
beschrinkte, das eventuell vorkommende £ nicht enthaltende Gebiet g(K)
iiberdeckt (F.IIT). Wir kénnen m sogar.so wihlen, dabB /.. (K) > g(K) fiir alle
m’ >m ist.
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zy ist ein Héufungspunkt von Fixpunkten der Iterierten f,(z); also gibt
es ein # mit .
! ln—z|l <%, fW)=n
Es sei K’ der groBBte Kreis um # als Mittelpunkt, der in K enthalten ist. K’
enthilt z, im Innern und habe den Radius . Wir konnen 0.B.d.A. an-
nehmen, p sei so groB gewihlt, dall

(19) 1 (BE)>K
und
(20) fp(K) >g(K).

. . . Z
Durch die lineare Transformation w=2""

(vom Radius #') auf den Einheitskreis || < 1 ab und wende den oben zitierten
Bohrschen Satz B auf die Funktion

_ npln 7w —n
P = Nt 1726 =]

an, wobei K der um % als Mittelpunkt beschriebene Kreis vom Radius 27’
ist, der dem Kreis |w]| <3 bei der Transformation entspricht. In Satz B ist
o=3% zu wihlen. Man findet f,,(K’) und a fortiori /,,(K) enthilt einen
Kreisrand um den Mittelpunkt #», dessen Radius mindestens

(21) c(3) Max|f,,(2) — 7]

betrigt. Weil K’ den Punkt 2z, in seinem Innern enthilt, strebt der Aus-
druck (21) gegen oo fir n— oo (F.III). Fiir groBes # enthilt also f,,(K)
einen groBten Kreisrand C, um 7, dessen kleinster Abstand vom Nullpunkt
groBer als

(22) en=13c () Max|f,,(z)]
ist. Fiir eine geeignete ganze positive Zahl a ist nun, wegen z,€ K",

fap (K") > K,

und
f(n+a+1);‘>(K”) > fp {fn/)(K)} > fp (Cn) .
Also ist
(23) lz\/éz}{x | fnsarnp ‘>M3X lfp &) = *2 Mm 2| = 4?") _D< If,,,,(z l

fir alle gentigend groBen g, (also #n) — im folgenden wird diese letzte Be-
dingung nicht mehr ausdriicklich erwihnt. Fiir den kleinsten Abstand A,
des Kreisrandes von C, vom Nullpunkt gilt nach-(22), (23):

(24) An > O > Ma% If(u—a—l)p(z)l =R
Wegen (19) ist R"”>R Man nehme ein ¢ mit R, <p<R,,;. Damn gilt
(25) Mg, o) < Mg, R,y )S Max |g(a)| < Max fg(a)}.

2C ftn+1y p (K)
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Es ist nach (20)
(26) g {f(n+1}p (K)} = f(n+1)p {g(K)} C f(n+2)p(K) 7
Wir bemerken weiter, da8 K, — die abgeschlossene Kreisscheibe |z] <R, —
das Gebiet f,_s,1),(K) enthilt, weil f,,(K") > K und (24) gilt.
Hieraus folgt, daB

f(2a+3)p(K_n) > f(2a+3+n—2u—1)p(K) = f(n+2)p(K),
und wegen (25), (26)
M(g, Ma M <M
o)<, olax o le@ =, Max o ol < Mgz lfiwarn,s (4
=M{feai8)ps Rs) < M(fi2ar3p,0)-
Der Herleitung nach gilt die Ungleichung

Mg, 0) < M(fi2a+3)5,0)
fiir alle geniigend groflen p.

§ 6. Der Fall €*

Welche ganzen Funktionen sind mit einer gegebenen f(z) vertauschbar ?
Es ist klar, daB alle die Iterierten f,(2), »=0,1, 2, ..., diese Eigenschaft
haben. Im Beweis von Satz 6 haben wir Funktionen f(z)} gefunden, die mit
anderen Funktionen vertauschbar sind, die keine Iterierten von 7{z) sind.
Insbesondere war Vertauschbarkeit mit gewissen linearen Polynomen méglich.
Es kann jedoch vorkommen, daB jede nicht konstante, mit f(z) vertauschbare
ganze Funktion eine Iterierte £, (2) ist. Ein Beispiel dafiir ist die Exponential-
funktion. Allgemeiner gilt der

Satz 8. g(2) sei eine mit f(2) =aeP* ¢ vertauschbare gamze Funktion;
dabei sollen a==0 und b==0 vorausgesetzt werden. Dann ist g(2) (i) etne Kon-
stante [Fixpunkt von f(2)], oder (i) g(z) =2, oder (iii) g (2) =, (2) fiir ein ganzes
n=1. '

Beweis. Ist g(z) ein nichtkonstantes Polynom, so hat dieses nach Satz 6

die Form (&) =az+p, |°‘|:1-
Die Vertauschbarkeitsbedingung lautet

aad??+ac+ f=aexplbaz+bf)+c= i d,z".
Aus "

folgt #=1, und aus
dy=boa=>baac?t

folgt zuerst ¢?#—=1, und weil

dozoca—}—occ'—{—ﬂ:ae”ﬁ—}—c
ist schlieBlich f=o0.
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Es sei also g(z) transzendent. f(z) hat den Fatouschen Ausnahmewert c,
der folglich auch fiir g(z) Fatouscher Ausnahmewert ist [§ 5 (IV)]:

(27) g{z) = ¢+ (z — c)™exp P(2), m= 0 ganz,

wobei P(z) eine ganze Funktion ist.

(a) Wir fihren die Annahme, es sei m>0 und damit g(c¢) =c¢ auf einen
Widerspruch zuriick. Aus der Vertauschbarkeit folgt:

aexpibg(z)} +c=glad*+ o) :'g{aexp {b (z+ 2;??.)} + c]

=a exp{bg(z . 2;”)} +¢
und somit
(28) g (z + ~2—;1-L-> =g(z) + anNi , N ganz.

Weil g(z) =c allein fiir 2=c gilt, ist g(z) nicht periodisch, also N40. Ist

2aN1i

andererseits N ==0, so nimmt g(z) den Wert ¢ — - unendlich oft in’ ge-

eigneten &,,'&,, ... an. In &+ 22” , &0+ 2;1’ , ... nimmt aber nach (28) g(2)

den Wert ¢ an. Das widerspricht aber der Gl. (27).

(b) In (27) bleibt nur noch der Fall m=0 zu untersuchen. Weil a=:0
und b=£0 gilt, kénnen wir (27) in der Form schreiben:

(29) g(z) = c +aexpbgy (2) = f{gg (2},

wobei g (z) eine ganze Funktion ist. Wegen der Vertauschbarkeit von g(z)
und f(2) ist

¢+ aexp{bc+baexp(bgy (2))}=c+aexp{bgy(c+ ad?},

woraus folgt

¢+ aexp{bew(a)} = gl +ad) -+ 2T M ganz.
Weil die Funktion g(2) sich nicht dndert, wenn gg)(z) durch gg)(z) + ,2’%‘@_

ersetzt wird, diirfen wir M =0 setzen; d.h. g,(2) ist vertauschbar mit f(z):

¢+ aexpibgy(2)} = guyle + ae?).

Wir wenden die fiir g(z) oben gewonnenen Ergebnisse auf gq,(z) an. Entweder
ist guy(#) ==z und hiermit g(z) =f(2) oder gg,(z) ist transzendent. In diesem
Fall hat gg,(z) die Gestalt

(29") gn(®) = Hgw (@), gw(® eine ganze Funktion,

wobei f{g,(2)} =g if(2)}. Auf diese Weise fortfahrend beweist man, daB
entweder '

(30) g(z) = fn(®),  m>0.ganz,



Zusammensetzungen ganzer Funktionen 149

oder dal es zu jedem ganzen »#>>0 eine transzendente g,,(z) gibt, so daB

(31) g(Z) = n{g(n) (Z)}: g(n){f(z)} = f{g(n) (2)}

Wir fithren die Funktionen Q(,(2) = g (2) — g(ny (0) und F,y(2) ==/, (g (0) + 2)
ein. Dann ist

g(2) = Fup {Qpm (2)},

Q(n) (0) = 0.

Nach PéLyas Satz von § 2 ist fiir jedes n=1, 2, ...,

und

Mg, 7) > M{‘F(n)’ cM (Q(n)’ %)}> M{E@» ¢ ( ;)2} > M(f,,7)

fiir alle geniigend groBen 7.

Weil der Fall (31) also gegen Satz 7 verstoBt, kann nur der Fall (30) ein-
treten. Damit ist der Satz bewiesen.

Obwohl es ganze Funktionen f(z) gibt, die allein mit den eigenen Iterierten
und konstanten Funktionen ¢ mit f(c) = ¢ vertauschbar sind, ist dies sicherlich
nicht immer der Fall. Wir kennen schon Beispiele von transzendenten” Funk-
tionen f(z), die mit linearen Polynomen vertauschbar sind, und durch Zu-
sammensetzung von diesen Polynomen und den Iterierten von f(z) erhilt
man weitere mit f(z) vertauschbare Funktionen, die keine Iterierten von f(z)
sind. So ist z.B. z+sin z mit.z+ 2%z vertauschbar (¢ =0, 41, +2,...)
und folglich auch mit (z+ 2% @) +sin(z+ 2k 7)) =2k 7+ 2+ sin 2.

§ 7. Ein Problem von SZEKERES

In diesem Paragraphen bringen wir die Losung eines von G. SZEKERES
gestellten Problems: LBt sich jedem o= 0 eine nichilineare ganze Funktion
f(x, 2) so zuordnen, daf die f(a, z) eine im Parameter stetige Familic bilden
und es gilt

Hou f(B,2) = fla + B.2)?

Diese Frage wird durch den Satz 9 beantwortet,

Satz 9. Es gibt keine Familie von Funktionen f(x,z), a=0, mil den
Eigenschaften: '

(32) Ho. B2y =F+B.2),

(32) 1(0,2) =z,

(33) flo, 2) ist fiir jedes a>>0 eine ganze Funktion von z,
(34) fitr mindestens ein oy >0 ist (o, 2) keine lineare Funktion,
und

(35) h'n},f(oc,z) = 2.
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Beweis. Nehmen wir an, es gibe eine solche Funktionenfamilie. Zuerst
sei in (34) flog, 2) ein Polynom n-ten Grades, »>>1. Dann ist f(%"ﬁ, z) und
allgemein f(%, z) ein Polynom; denn ist g(2) eine ganze transzendente Funk-
tion, so folgt die Transzendenz von g {g(z)} 3us dem Picardschen Satz. Man
braucht nur die Losungen der Gleichung g {g(z)} ==const zu betrachten. Das
Polynom f(%‘l, z) hat einen geringeren Grad, f(%“—, z) einen noch geringeren
und schlieBlich f(;%, z) einen Grad < 1. Das ist aber ein Widerspruch zur
Annahme, daB f(x,, 2) einen Grad n>1 hat.

. Jetzt seien alle f(«, 2) transzendent. Jedes f(«, 2) hat Fixpunkte; hiitte

2)
f(x, 2) ndmlich keinen Fixpunkt, so hétte auch f(%, z) keinen Fixpunkt,

und die Funktion
[+ ¢4
flas) —2z f{?’ f(?,z)} -

f(%,z)——z— f(%,z)—z

wire eine ganze Funktion, die weder den Wert 0 noch den Wert 1 annimmt.
Zu festem a,> 0 betrachten wir die Fixpunkte von f(ma,, z) mit ganzzahligem
m >0, die innerhalb des Kreises |z] <R liegen. Sie seien mit &, ..., &, bezeich-
net. Fiir beliebigés a>>0 ist nach (32) f(«, 2) mit f(may,, 2) vertauschbar;
nach §5 (1) ist f(x, £), i=1...#, ein Fixpunkt von f(me,, 2). Nach (35)
strebt f(«, &;)—¢; fir a—0; flir a<CJ; ist also f(«, &) =§; und fiir geeignetes
S(R)>0 ist fla, &)=E;, 1=1,2, ..., n, fir a<<d(R). Wir nehmen insbeson-
dere o= —“I‘\’,- und dabei N so groB, da8 ﬁl‘\’,—<6(R).' Dann ist
2N 2

f(%"fz)=§,, t=1,...,n
und daher

flog, &) =&, -i=1,...,n.

Indém wir R beliebig groB wihlen, sehen wir, daB jeder Fixpunkt von
f(may, 2) zugleich Fixpunkt von f{x,, 2) ist. Das Umgekehrte ist ja klar.
Dabei ist die ganze Zahl m>0 beliebig wihlbar; also haben alle f{(may, 2),
m=1, 2,3, ... die gleichen Fixpunkte, die eine isolierte Punktmenge bilden.
Damit haben wir einen” Widerspruch zu §5, F.I und F.II hergeleitet und
Satz 9 bewiesen.

Wenn man die Forderung (34) fallen 14Bt, ist Satz 9 nicht giiltig. Die
stetigen linearen Familien

flo,2) =e*Pz2+4c(e*®*— 1), b, ¢ konst.,
und
o, 2) =z+ ab, b konst.

die sogar einparametrige Transformationsgruppen bilden, sind wohlbekannt.
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§ 8. Die Zerlegung einer gegebenen Funktion von endlicher Ordnung
in miteinander vertauschbare Funktionen

Jetzt verlassen ‘wir die allgemeineren Fragen von § 5 und § 6 und unter-
suchen, insbesondere fiir spitere Anwendung in der Iterationstheorie, das
folgende Problem: Wann lift eine gegebene ganze Funktion I(2) von endlicher
Ordnung eine Zerlegung

(36) F(zy = g2}, [(2), glz) ganze transzendente Funktionen,
und spezicller ¢ine vertauschbare Zerlegung

(37), F(o) =f{g@)}=2¢g{f(2)}, [(2), g(z) ganze transzendente Funktionen,
m?

PéLva fand durch Anwendung seines in § 2 zitierten Satzes beziiglich (36)
-das Ergebnis: Entweder ist (a) g(2) ein Polynom und f(z) eine Funktion von
endlicher Ordnung, oder (b) /(2) hat die Ordnung 0.und g (z) endliche Ordnung.
Im Fall (37) haben also f{(z) und g(z) beide die Ordnung 0.

Unter Beriicksichtigung von § 4 Satz 3 und Zusatz kénnen wir sofort den
Satz aussprechen:

Satz 10. F(z) lasse die Zerlegung (37) zu wnd habe endliche Ovdnung: dann
existiert zu gegebemem e> 0 eine Folge von geschlossenen Jordan-Kurven I, die
den Nullpunkt im Innern enthalten und auferdem folgende Eigenschafien haben:
a; und o; seien die kleinste bzw. grofte Entfernung zwischen dem Nullpunkt und
I, dann gilt

(i) g,—> 00,
(i) 6;<al*s,
(ifi) 1F ()| = | He @)} | > (M(F,5))~*  fir z€ I},

Diese sehr starke Bedingung konnte man folgendermaBen formulieren:
Das obere Wachstum von F(z) entlang irgendeiner nach oo laufenden Kurve
ist von der gleichen Grofenordnung wie M(F,7). Aus Satz 10 folgt, daB
viele bekannten Klassen ganzer Funktionen von endlicher Ordnung keine
transzendente Zerlegung (37) zulassen. Offenbar verletzten Funktionen mit
einem Zielwert oder Beschrinktheitsweg die notwendige Wachstumsbedin-
gung; darunter befinden sich die Funktionen mit einem Picardschen oder
Borelschen Ausnahmewert. Eine weitere Klasse bilden die Funktionen F von
der genauen endlichen Ordnung g, fiir die in einem Winkelraum W oder nur
auf einer nach oo laufenden Kurve I

F(z) = 0{exp(|z]2~%)}, 06>0, zEW oder I

gilt; dazu gehoren, wie BIEBERBACH [24], [25] gezeigt hat, die Funktionen
von endlicher Ordnung g, die in einem Winkelraum mit einer groBeren
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Offnung als 7o mindestens zwei Werte héchstens endlich oft annehmen
oder in irgendeinem Winkelraum schlicht sind.

Als Beispiele fiir Funktionen; die keine Zerlegung (37) zulassen, hat man

. 1
e%, sinz, cosz, S e
F(z) = Pz, ¢, ¢, ..., ezm) ,

wobei P(x,, %5, ..., %,,,4) €in solches Polynom in x,,..., %, ist, das in
%41 €inen nicht verschwindenden Grad hat. Die negative reelle Achse ist
ein Beschrianktheitsweg fiir die ersten vier Beispiele, und auf arg z ==at/m hat
F(2) hochstens die Ordnung (m — 1), wahrend die Ordnung von F(2) auf der
reellen positiven Achse genau m ist. Besonders interessant sind die Funk-
tionen mit héchstens endlich vielen Fixpunkten, also Funktionen der Form

F(2) =2+ Q(2) exp{R(2)}, Q(z), R(z) Polynome,

die offenbar einen Beschrianktheitsweg haben. Diese Funktionen lassen
keine Zerlegung (37) zu. RosexBLooM [26], [27] hat gezeigt, daB die er-
weiterte Klasse, die man durch Fallenlassen der Beschrankung auf endliche
Ordnung erhilt, auch aus lauter unzerlegbaren Funktionen besteht. Zum
Beweis braucht man allerdings den zweiten Hauptsatz der meromorphen
Funktionen. RosenBrLooMs Resultat ist das einzige uns bekannte, frither
veroffentlichte Ergebnis auf diesem Gebiet, auBer ein paar Bemerkungen
iiber das speziellere Problem der Iterierten.

§9. Iterationen

Die Iterierten einer ganzen Funktion sind miteinander vertauschbar; wenn
Im(2), m>0 ganz, transzendent ist, kann f(z) kein Polynom sein. Durch Um-
schreiben, des Satzes 10 erhdlt man den '

Satz 11. F(2) ses eine ganze transzendente Funktion von endlicher Ordnung,
die eine m-te Iterierte, m>1 ganz, ist. Dann hat F(2) die in Satz 10 formulierten
Eigenschaften.

(38) fm(?) =F(z),  F(2) eine gegebene ganze Funktion.

Wir bemerken, da8 die GI. (38), falls sie iiberhaupt von ganzem f(z) zu
l6sen ist, keineswegs eindeutig losbar zu sein braucht; z.B. hat

Hi(2)} =2+ sinz -+ sin(z + sinz)
auBer der Losung f(2) =z} sin z die weiteren Losungen
P (2) = 2km — z —sinz, k=0, +1, +2,...,

wie leicht nachzurechnen ist. Beispiele von ,,Nicht-Iterierten® sind die schon
in §8 erwdhnten Funktionenklassen. Die Existenz von Iterierten von end-
licher Ordnung ist von BAKER [8] diskutiert worden.
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§10. Die zweiten Iterierten; die ganzen Lésungen f(z)
der Funktionalgleichung f{f(z)} = F(z) fiir ganzes F(z)

In diesem Paragraphen werden einige Resultate tiber die Beschaffenheit
von zweiten Iterierten gebracht, wobei die Beschrinkung auf endliche Ord-
fung durch allgemeinere Wachstumsbedingungen ersetzt wird.

Iterieren wir die reelle Funktion exp(r4), 4> 0, so erhalten wir exp
{exp(Ar%)}. Falls f(z) von endlicher Ordnung A ist, so ist also

(39) im ‘loglogloglsw @k - 4.
00 g
Wir nehmen jetzt an, daB ein solches f(z) vorliegt, so daB (39) gilt. Was
kénfen wir dann iiber das Wachstum von f(z) sagen?
Satz 12, f(2) sei eine ganze Funktion mit

(39) Tim Jogloglog MIAfEL 1] )y (<A < co:

7—>00 logr

dann hat {(z) entweder (1) die Ordnung <A oder (i) die Ordnung von f(z) ist
grofer als A und die untere Ordnung o =0, wober
o = lim _@kf gM (£.7)
. r—> 00

Beweis. Nehmen wir an, die Ordnung von /(z) sei groBer als 4. Um eine
Abschitzung nach unten fiir M{f(f), 7} zu erhalten, erinnern wir an den
Satz (§ 2) von Pérya. Weil die innere Funktion (wm diesen Satz anwenden
zu kénnen) im Nullpunkt verschwinden muB, setzen wir

(@) =F(z) +a, wobei a=7f(0).
Dann-ist

Hi@)} = R {FE),
() =f(: +a).

wobel
Pérvas Satz ergibt

M{f(f),ry > M{FI, M(F, ;)}

fiir alle groBen . Es ist nun
ME, o) = Max|f(z + )|z Max |/()| =M (¢ —|al)
fiir alle o>|a|. Also ist
[ M), 7> M{f, oM (F, 2) —|al}
(40) >M{f, M(f,7) —2[a|}
el )

fiir ein geeignetes 0<<d<C1 und alle geniigend groBen 7.
Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 11
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Weil die Ordnung von f(z) groBer als A ist, gibt es eine Fdlge {r;} mit
7;~— oo, fur die

dM(f: %) > d exp {(%)Aﬂ’} > exp(r{+*)

fir geniigend kleine, aber sonst beliebig vorgegebene &' >>&>0. Nach (39),
(40) ist dann

(41) M(f, exprite) < M{f(f),r;} <exp{expri*+%}
fiir alle geniigend groBen #;, wobei man 0<Cd < ¢ annehmen darf. Wir setzen
exp (rd+%) =p,. Die Ungleichung (41) wird dann zu
A+e
M(/, 0) < expexp {(log ) 4+
A6
A+e

Es strebt log g;— o fiir 1> oo, und es ist <1. Daher ist zu beliebig
groBem vorgegebenen L>0
Aa+e
(log p;)4+e < o logp;, fir groBes 7,
und somit
M(f, 0;) < expexplog(g;'") = exp(g;'").

Also ist die untere Ordnung g nicht gréBer als 4/L, d.h. p=0.

Zusatz. Setzt man in {39) Gleichheit voraus, so wird der Fall (i) zu (i'):
die Ordnung von f(2) ist gleich A4, oder es gilt (ii).

Auf Grund des Satzes 12 kann man verschiedene Sitze {iber die zweite
Iterierte herleiten.

Satz 13. Es sei [(2) eine ganze Funktion, fir die die Ungleichung (39)
erfillt ist. Dann kann die zweite Iterierte g(2) = f {f(2)} hochstens 2[2.4] nume-
isch verschiedene endliche Zielwerte haben.

Hierbei bedeutet [24] die groBte ganze Zahl m< 24.

Beweis. g(2) habe die # numerisch verschiedenen Zielwerte ¢;, 1 =1, 2,...,%;
d.h. es gebe stetige, nach unendlich laufende Kurven I}: z=2z(f), 0 <<,
i=1,...,n, so daB§

}I_I}}[Zz (t)‘ = 00

limg{z, (@)} =c.
t—->

Bei der Abbildung z->f(z) entsteht das Bild f(I}) -von I; dieses Bild ist
auch eine stetige Kurve, und zwar mit demselben Parameter ¢ wie in I:

f): Ha@) o<i<i1.
Es ergibt sich die Frage: Wie verhilt sich f{z;(f)} fiir {—>17?

Entweder hat F(I) () keinen Hiufungspunkt im Endlichen, lduft also
nach Unendlich oder (i) f(I}) hat wenigstens einen endlichen Haufungs-
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punkt ;. Aus J{f(z)}=g(2) folgt, daB f(a,) =c; und daB f(I}) nur isolierte
Hiufungspunkte -hat.  Zu gegebenem &>>0 konnen wir um «, einen Kreis
K(8): |z—o;| < 8 finden, auf dessen Peripherie |f(z) —f(o;)] =|/(2) —¢;|>¢
ist. Innerhalb von K(8) liegen Punkte f {z;(¢)} von f (), fiir die ¢ beliebig nahe
bei 1 liegt und lg {#;(#)} —ci|<e ist. Weil fir alle geniigend groBen ¢
[F{f(z:(0))} —c:|<e ist, kann die Kurve f(I}) von einem gewissen ¢ ab den
Kreis K(d) nlcht mehr verlassen. Es gibt also ein #(d), so daB |/ {z;(#)} —a;| <0
fiir £{(8)<<f<<1. Wenn man ¢ beliebig klein wéhlt, darf man ¢ auch beliebig
klein wiihlen, Also ist im Fall (ii) hm f {z;()} = «;, d.h. /() hat auf I} den
Zielwert o,.

Wenn Fall (i) eintritt, hat f(2) auf 7{I}) den Zielwert ¢;. Tritt fiir I} und
1;-, 1=, der Fall (i) ein, so wissen wir schon, daB ¢;==¢;; tritt fiir beide der
Fall (ii) ein, so entsprechen den Wegen I} bzw. I’ die Zielwerte «; bzw. o;
von f(z), die wegen f(a;) =c;3=¢;=f(«;) numerisch verschieden sind. Jedem
Zielwert ¢;, =1, ...,n, von g{z) 148t sich also ein Zielwert von f(z) zu-
ordnen. Ist n=2[24714-1, so tritt einer der Fialle (i), (ii) mindestens
([24]41)-mal ein. Dann hat f(z) mindestens [24]-1, also mehr als 24
numerisch verschiedene Zielwerte. - Nach dem Satz von DENJoY-CARLEMAN
ist dann die Ordnung von f(z) groBer als A und nach Satz 12 hat f(2) die
untere Ordnung 0. CARLEMAN (vgl. [28, S.145]) hat bewiesen, daB eine
ganze Funktion von unterer Ordnung O keinen Beschridnktheitsweg (also a
fortiori keinen Zielwert) hat. Aus diesem Widerspruch folgern wir die Be-
hauptung des Satzes.

Bemerkung. Zwei Zielwerte oy bzw. oy von f(2) mit den zugehérigen Wegen
I3 bzw. I, sind sicher ,,verschieden®, wenn &, ==a,; in der Theorie der ganzen
Funktionen (z.B. fiir die Anwendung des Denjoy-Carlemanschen Satzes) sind
sie auch dann als verschieden zu betrachten, wenn o, =u, ist und zwischen
I und I ein nach oo laufender Weg liegt, auf dem #(z) nach oo strebt. Wir
haben die numerische Versehiedenheit der Zielwerte von g(z) vorausgesetzt,
um die numerische Verschiedenheit (und damit die Verschiedenheit ,,im
erweiterten Sinne'*) geniigend vieler Zielwerte von f(z). zu erzwingen. Auf
diese Weise umgeht man eine Untersuchung iiber die Lage der Kurven I
und f(I;) und iiber ihre gegenseitigen Beziehungen.

Satz 13 ist schon dann nicht mehr giiltig, wenn die Zielwerte verschieden
im erweiterten Sinne, aber numerisch gleich sind. Die Funktion g(z) =
exp (expz) erfiillt (39) mit 4=1; auf den Halbstrahlen y= (2% +1)x, x=}%,
0< f<oo hat g(z) die Zielwerte 0; zwischen diesen Halbstrahlen lisgen die
Halbstrahlen y =2#nx, x =%, 0< ¢<oo; auf denen g(2) nach oo strebt. Also
hat g(z) sogar unendliche viele Zielwerte im erweiterten Sinne.

.Einen Zhnlichen Satz kénnen wir beweisen, wenn wir nicht die Zielwerte,
sondern die Winkelrdume beriicksichtigen, in denen eine ganze Funktion
mindestens zwei Werte hochstens endlich oft annimmt. Die maximale GroBe
solcher Winkelrdume steht im Zusammenhang mit der Ordnung der Funktion.
BIEBERBACH [25] hat bewiesen:

11%
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B.1. Wenn dic ganze Funktion f(2) in einem Winkelraum W der Offnung
am zwel verschiedene Werte hichstens emdlich oft anmimmi, so gilt in jedem
Teitlwinkelrawm von W

1(z) = O (exp{K |z|*})
fiir geetgnetes K> 0.

B.2. Jede ganze Funktion der Ordnung o mimmi fir 3< o<1 in jedem

Winkelraum, dessen Offnung swlo dibersieigt, fiir 9 =1 in jedem Winkelraum,
“dessen Offnung n (2— i) dibersteigt, alle Werte mit hichstens einer Ausnahme
unendlich oft an.

Unter Verwendung dieser Ergebnisse folgt der

Satz 14. Es sei f(z) eine ganze Funktion fiir die

(42) Tim logloglog M {f(f), 7} :AZ*;

r—>00 logr

erfiillt ist; dann wimmt die zweite Itevierie f {f(2)} in jedem Winkelraum, dessen
1

Offnung fiir %g A< 1 den Wert —Z— und fiir A>1 den Weit nt (2 ———Z> itber-
steigt, alle Werte mit hichstens einer Ausnahme unendlich oft an.

Beweis. Durch die Forderung (42) werden Polynome ausgeschlossen; f(2)
ist transzendent. W sei .ein Winkelraum, in dem f{f(2)} die beiden Werte
« und B (x==p) hochstens endlich oft annimmt. Es seien &; die (in der ganzen
Ebene, ohne Beschrinkung auf W, gelegenen) Wurzeln von f(z) =« oder von
f(z)=p. Es gibt abzdhlbar unendlich viele &;, =1, 2,.... Es seien z; die
in W gelegenen Wurzeln von f(2) = §;. Dann hat f{f(z;,)} =/(&,) entweder
den Wert. « oder §; also gibt es iiberhaupt nur endliche viele z;;. Man kann
zwel — und sogar unendliche viele — &, finden, so daB f(z) =§&; keine Wurzeln
in W hat.

Nehmen wir an, daBl die Offnung ® von W folgende Ungleichung erfiilit:

7T o 1
(43)

o>n(a—1) fir 4=1.

Dann folgt aus B.1, daB f(z) in jedem Teilwinkelraum ¥V von W eine Ord-
nung g kleiner als 4 hat. Wir wihlen V so, daB die Offnung @ von V eben-
falls (43) erfillt. Es ist unmaglich, daB f(z) eine untere Ordnung ¢ mit p=0
hat:

(i) 2<A<1. In V ist die Ordnung von f(2) nicht groBer als

7 A
—@—<A-——25<A, O<5<7.

Nehmen wir an, ¥V sei der Winkelraum:

0 < |z] < oo, 71———?gargzgn+§-.
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Auf dem Rand von V ist fiir die Funktion

F(z) = f(2) exp(—247?)
die Ungleichung

| F(ret"=2/)| <exp {7A_z"~7’””-"cos[(A ) (n— %)]}

L

fiir alle gem’igend groBen . Dies ist aber beschrinkt, weil 0<< (4 —9) (n — %)

< % Also ist F(z) auf dem Rand von V' beschrinkt.
Ist 0=0, so gibt es 7;—> oo, so daB
|f(r;e)]| <exp(rs), oO<La<2m,
fiir 0<<e<<A—d. Auf
@ ' A
g =7, — e+ g»::xrgzgn——'z—
ist ‘
| F(2)] < exp {75 — 7479 cos {(A —4) (n — %)]} <K,
daher gleichmiBig beschrinkt in 7. Anwendung des Maximumsprinzips zeigt,
daB F(z) im ganzen Winkelraum

~n+% gargzgyr—-%

beschrinkt ist:
|F(z)| < K"
und damit »
[7(z)] < K'|exp(z*~%)| < K"exp (2] 79

im zu V komplementiren Winkelraum.

Die Ordnung von f(z} ist also in der ganzen Ebene kleiner als 4, was mit
(42) nicht vertraglich ist. Folglich ist p>0.

(ii) A>1. Der Beweis liuft ganz analog zum Fall (i). Weil ¢>0 ist,
kommt in Satz 12 und Zusatz nur der Fall (i) vor und f(2) hat die Ordnung 4.
Nach B.2 ist diese Behauptung mit der Ungleichung (43) nicht vertrdglich.
Der Satz 14 ist bewiesen.

Ein "anderer Satz dieser Art folgt aus weiteren Untersuchungen von
BieserBACH [24]:

B.3. Wenn dic ganze Funktion f(z) einen Winkelraum der Offnung &
schlicht abbilden soll, so muf in jedem inneren Teilraum

_ 1(2) = 0(|z[**)
sein.

B. 4. Eine ganze transzendente Funkiion der Ordnung p ist in keinem Winkel-

raum, dessen Offnung n(z—%) tibersteigt, schlicht (falls o< % also in 1tiber-

&

haupt keinem Winkelraum).
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Wir beweisen den

Satz 15. [f(z) sei eine ganze Funktion, so daf

(44) Tim Jogloglog Mif(f).7}

¥~ 00 Iogr

=4>0

erfiillt ist; dann st die 2weite Ttevierte F{f (&)} in keinem Winkelraum schlicht,
dessen Offnung den Wert n(2— ;) iibersteigt.

Beweis. Wegen (44) kommen Polynome nicht in Frage. W sei ein Winkel-
raum, in dem f{f(2)} schlicht ist. f(z) ist in W schlicht. Denn sonst wiirde
es o, BEW, a==pf geben, fiir die f(a)=f(8); dann wirde die Gleichung

F{f(@)}=7{f(P)} folgen, entgegen der Schlichtheit von f{f(z)}. Nehmen wir
an, daB die Offnung ® von W den Wert = (2 —;4—) iibersteigt. Aus B.3 folgt,
daB f(z) in W durch eine |z]-Potenz beschrinkt ist, und wie in Satz 14 erkennt
man, dal die untere Ordnung von f(z) groBer als 0 ist. Aus Satz 12 folgt,
daB f(2) die Ordnung A hat.. Das ist aber {nach B.4) ein Widerspruch zur

Annahme O>x (2 — %—) und Satz 15 ist bewiesen.

Bemerkung. Die Sétze 13, 14 und 15 lassen sich auch als Sitze i*oer die
Losbarkeit der Funktionalgleichung f{f(z)}=F(2) [I/(z) ganz, vo.gegeben]
aussprechen.

§ 11. Die lokalen Lésungen der Funktionalgleichung f{f(2)} = F(2)
fiir ganzes F(z)

Wir haben gesehen, daB, falls F(z) nicht gewisse notwendige Bedingungen
erfiillt, die Gleichung

(45) Hi@} =F(z), F(z) ganz,

keine ganze Ldsung f{2) hat. Dann kdnnen trotzdem verschiedene nicht
ganze Losungen vorkommen: z. B. wenn

(46) F(a) =&+ by — &) + by(s — &2+ -

mit b, %0 und b, keine Einheitswurzel ist, gibt es genau zwei formale Reihen
o -

(47) f@) =&+ 2aPz—8"  i=12,
n=1

die bei formalem Einsetzen die Gl. (45) befriedigen. Es kann sogar gezeigt
werden, daB diese Reihen einen positiven Konvergenzradius haben (im all-
gemeinen aber Kkleiner als oo), falls |b,|==0, 1. Der Fall, wo F(2) einen Fix-
punkt & hat, aber 8, = F’(£) eine Einheitswurzel ist, ist wesentlich schwieriger
zu behandeln. Ein spezielles Beispiel wird am Ende dieses Paragraphen auf-
treten.
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In [8, Theorem 3] haben wir den Satz aufgestellt:

f(z) sei eime analytische (lokale) Lisung von (45), analytisch in einem
Punkt zoc F{f) und tm Fatouschen Ausnahmewert, wenn emn solcher existiert;
E(2) habe einen Beschrinktheitsweg. Dann ist f(2) keine eindeutige Funktion.
Weil der Begriff ,,eindentige analytische Losung von (45)” in [8] nicht richtig
definiert wurde, bringen wir hier den genauer formulierten Satz 16 dhnlichen
Inhalts.

Definition. Eine eindeutige analytische Losung von f(z) vom (45) ist eine
in threm schlichten Existenzgebiet D eindeutige Funktion, die auch eine lokale
Losung von (45) tm folgenden Sinme ist: Es gibt ein z2y€ D und einen in D
gelegenen Kreis K.

lz—2zyl <8, 6>0,

so daf [ (2} €D und (45) filr jedes 2 C K gelien.

Satz 16. F(z) sei eine solche ganze Funkiion, dafB (45) kene ganze Lisung
hat; dann hat (45) keine eindeutige analytische Lisung, die in einem Punkt
von F(F) und im Fatouschen Ausnahmewert (falls dieser existiert) regulir ist.

Beweis. Wir nehmen an, daBl es unter den Bedingungen des Satzes doch
eine eindeutige analytische Lésung f(z) gibt. Dann zeigen wir

(i) 1(D)C D. 2, habe die gleiche Bedeutung wie in der obigen Definition;
also ist f{z,) € D. Es sei z ein solcher Punkt, dabB f{z) € D. Wir verbinden
z, mit z, mittels einer stetigen doppelpunktfreien Kurve I"C D, und es sei p
der erste Punkt von I (das so orientiert ist, daB z, vor z, liegt), fiir den f(p) € D.
Offenbar ist p=2,.  sei der zwischen 2z, und p liegende Teil von I'; also ist
f(y) eine Kurve, die mit Ausnahme des Endpunktes f(p) ganz in D liegt.
Fiir z€y, z==p haben wir dann gleichzeitig f(z) €D und (45). Mittels (45)
kénnen wir f(z) tiber den Punkt f{p) hinaus analytisch fortsetzen: Die Ent-
wicklung

Ha) = 1) + ;kan z—p)" mit 40
konvergiert und daher auch die inverse Reihe
(48) i=fq(w) =p+ X, {w—FRNF,
n=1

fiir die f{f ;(w)} =w ist. Wir bilden den Ausdruck
(@) = F{f1(w)},

der um w=/{ (p) eine konvergente Entwicklung hat:

(49) f*(w) = F(p) + adn {w—1{p)".

Ein Zweig von (48) bildet aber f{y) — wenigstens in einer Umgebung des
Punktes f(p), wo (48) und (49) konvergieren — auf einen Teil von y ab. Fiir
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diese Punkte f(y) bat man
(@) =F {f4(w)} = f[}{{ ()}],

weil (45) auf y gilt; also f*(w)=/f(w) auf einem Segment von f(y). Damit
ist (49) ein Element des analytischen Gebildes von f(z), und weil /(z) nach
Voraussetzung eindeutig ist, ist k=1. Also, ist nach (49) f(p) € D, entgegen
7(#) & D, und daher ist (i) bewiesen..

(ii) Weil (D) <D gilt, ist f{f(z)} =F(2) fiir jedes 2& D. Dann ist F(D) =
F{f(D)} <D und sogar I,(D) CD fiir jede natiirliche Zahl m. Es wurde an-
genommen, daf das (offene)} Gebiet D einen Punkt von & (f) und damit einen
Kreis C um diesen Punkt als Zentrum enthilt. Nach den oben zitierten
Resultaten von FaTou (§ 5, F.III) enthilt also D> F,, (D) > F, (C) fiir geniigend
grofes m ein beliebiges ‘beschrianktes Gebiet, eventuell mit einer Ausnahme
einer kleinen Umgebung des Ausnahmewertes. Auch im Ausnahmewert ist
f(2) regulir, also regulir in jedem beschrinkten Gebiet; d.h. f(z) ist ganz,
im Widerspruch zur Voraussetzung, und der Satz ist beéwiesen.

Besonders interessant unter den lokalen Lésungen sind diejenigen, die man
aus dem Fixpunktansatz (46), (47) erhilt. Im allgemeinen kann man dort
die Koeffizienten=a,, rekursiv bestimmen. Wenn man etwas iiber die Eigen-
schaften von F(z) weil}, ist es ein interessantes Problem, aus diesen Kennt-
nissen eine Abschitzung fiir den Konvergenzradius der Entwicklung (47) zu
gewinnen. Hierbei sind allgemeine funktionentheoretische Methoden sehr
erwiinscht, weil die Koeffizientenrekursion fiir die 4, uniibersichtlich ist. Wir
behandeln ein ziemlich spezielles Problem, das THrRoN, CEHOWLA, KEMPNER
und Riviain (vgl. [9]) aufgeworfen haben.

(50) f{f(z)}:ez~1:z—{-é_2!__§_...

hat genau eine formale Reihenlésung der Form

f(z) = ;an 2,
niamlich
(51) fo) =zt S+t

wie man durch eine leichte Rechnung bestitigt. Die Berechnung der Koeffi-
zienten a, ist aber recht kompliziert und ihre. GréBe ist von vornherein gar
nicht klar. Was ist der Konvergenzradius ¢ von (51)? THRoN [9] erwihnt
seine Vermutung ¢ = 0 und beweist, daB es keine ganze L3sung von (50) gibt.

Soviel folgt sofort aus unserem Satz 8 oder Satz 11. Wir schlieBen unsere
Arbeit mit dem folgenden Ergebnis ab:

Satz 17. Es sei F(2) =& —1; fir jedes velle o sev F,(z) die durch

(52) F{L(2)} = L{F ()}
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eindeutig bestimmie formale Reihe der Form

(53) E,(2) —-Z-l-—22 Za,,,(o‘

Fg(z)‘ hat einen positiven Konvergenzradius genan dann, wenn ¢ eine ganze Zahl
ist. Fiiy ganzes c=n>0 1st F(z) die n-te Iterierte von F(z), also eine ganze
Funktion, fiir ganzes o =n<<0 ergibt F,(2) die inverse Reihenentwicklung zu
E_.(2).

THRONs Vermutung bildet den Fall o= %.

Wir schicken voraus den einfachen’

Hilfssatz 5. z, sei eine feste Zahl fiir die Re 2y = 0 und zy==0 gelten, dann
liegt der Hauptwert log (14 2o) tm Halbkreis Re 20, |2] < ||

Bewess.

2

f1+t

0

[1og (1 + z)| =

<fd|tl == [z,

wenn man lings der Strecke arg{=arg z, integriert. Andererseits gilt
Relog (1 + z) =1log|1+ 2| > 0.

Beweis von Satz 17. Die Eindeutigkeit und Existenz. von F, (z) ergibt sich
Jeicht durch formale Rechnung; es zeigt sich, da8 die 4,,{c) in (53) reell sind.
Die Behauptung iiber ganzzahlige g-Werte folgt sofort aus  der Eindeutigkeit
von F,(z), wenn man die Iterierten von F(z) im Nullpunkt entwickelt. Es
bleibt der Fall von nicht-ganzen ¢ zu betrachten.

Konvergiert F,(z) in |2 <o, >0, so konvergiert die inverse Reihe G, (z)
zu F,(z) in |z| <g’, 0'>0. F,(2) erfiilit (52) nicht nur als formale Potenzreihe
fiir eine Umgebung von z=0; hieraus folgt

F{G, ()} = G {F(7)}-
G, (%) hat die Entwicklung

Golt) =2 — 222+ 0 ().

Daher ist G,(z) =F_,(z) und F_,(z) konvergiert in |z| <p'. Es geniigt also
die Behauptung des Satzes fiir ¢>>0, ¢ nicht ganz, zu beweisen. Zuerst ist
klar, daB F,(z) keine ganze Funktion ist, denn nach Satz § sind F, (z), >0
ganz, die einzigen mit F(z) vertauschbaren ganzen Funktionen. Der Kon-
vergenzradius von F,(z) sei p. Die Annahme ¢>0 fiihrt auf einen Wider-
spruch: 7

Es sei p>0. (i) Dann hindert keine Singularitit die Fortsetzung von (53)
in der Halbebene Re 22> 0; denn sonst gibe es ein kleinstes >0, zu dem
eine singulire Stelle zy: Re 2= 0, || —7 existiert. Nach Hilfssatz 5 ist der
Hauptwert von log (1} z,) ein regulirer Punkt von E,(z). Die Funktion

®(z) = F[E{log (1 + 2)}] = F[E {F,(2)}]
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stimmt in einer Umgebung des Nullpunktes mit F,(z) iiberein und gewihrt
eine reguldre Fortsetzung von F, () iiber z, hinaus. Dabei verstehen wir (wie
im ganzen Verlauf des Beweises) unter log(1-+2) den in der aufgeschlitzten
Ebene z==76'”, ¥ > 1, reguliren Zweig,
(o) «  der im Nullpunkt verschwindet:

(ii) z—F(z) bildet Re =0 auf das
AuBere und den Rand des Kreises
S |z4+1]=1 ab. Schneiden wir die

! Ebene von —oo bis —2 lings der

27 0 reellen Achse auf. Dann kénnen wir
; wieder F,(z) mittels @(z) in das auf-
geschlitzte Gebiet [z-+1| = 1; 25767,
2 < r<<oo, eindeutig fortsetzen.
(iii) Wir nehmen zu o, —z<<a<. —1 oder 1 < a <<z einen Weg I'(x)

Fig. 1

Ia): 04147, 0t
(52) { @) 0w rE } fiir 1< <,
o+1ta, 0=0>— o0
I'@): 04i7, 0zZt=a )
(53) L fir —m<<a<—1.
o+ta, 0Zo>—x

2—>F(z) bildet I'(s) auf einen Weg afa, der vom Nullpunkt bis zum Winkel «
auf dem Kreisrand |z+1]=1 und dann radial gegen —1 lduft. Auf diese
Weise wird F,(z) durch ®(2) in die Gebiete '

BY: —1476° o<r<i, 1=20<m,
und
GP: —1476° o<r<1, —a<O@L-—1,
fortgesetzt.
Man nimmt nun weitere Wege I'(«): (52) bzw. (53) mit sin1 < «<C1 bzw.
—1<a<sin(—1) und erhilt eine entsprechende Fortsetzung von F,(2) in
die Gebiete

G —1-4+7e® 0<r<1,’ sin1<O<,
und . :
BP: —1+ref, o<r=t, —1 <O <L -—sint.
Nach # soichen Schritten komint mian zu.zwei Gebieten G, G der Form:
GP: —1+76° 0<r<1,  sing (D<K O <sing, 4 (1),
@g): —1 _!__751:@’ o<<r<t, -—_-Sil’](n_z)(1)<0§—Sin(”_1)(1),

wobei sing, z die n-te Iterierte von sin z ist. Fiir #— eo ist nun sin,1 eine
monoton abnehmende Folge von positiven Zahlen und hat einen limesy,
fiir den siny==y. Also strebt sin,1-—0.

Wir sehen, daB wir F,(z) iiberall in die Ebene fortsetzen kénnen, wenn
wir die reelle Achse von — cc bis 0 wegnehmen. Auf dem Konvergenzkreis
|z] = o liegt mindestens eine singuldre Stelle von F, (z), also ist diese eindeutig,
und zwar der Pankt —p. Daraus leiten wir jetzt einen Widersprauch her.
Fir —p<x ist E (x) reell, weil alle 4, reell sind, und fiir —o<<x<<0 ist
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F,(x)>x.. Denn es ist F,(0)=0, und fur kleine negative x ist F,(%)>x;
wenn F, (%) < x5, —0<<%,<<0, so wire F, (%) =2x, fir ein x,={ %, <0, und
wenn x, der grofite solche Wert ist [also F,(x)>x fiir x, < x< 0], so ist
F,(F(x)) =F (E (%)) =F(x,). Aber es gilt x,<F(x,)<0, entgegen der Defini-
tion von x;. Also gilt F, (x)>x fiir x> —p. Nun gilt F(—p)> —p, so daB
sich Fj, {F (z)} regular in — ¢ verhilt und auBerdem ist F, (F(— g)) >F(—g)>—1.
Also gibt W(x)=F,[F, {F(x)}] eine reguldre Fortsetzung von F,(x) lings der
negativen reellen Achse von 0 bis — ¢ und liefert eine regulire Entwicklung
im Punkt —g. Dann wire aber jeder Punkt des Konvergenzkreises eine
‘reguldre Stelle. Die Annahme p>0 ist also falsch.
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