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w 1. Einleitung 

U n t e r  d e r  Z u s a l n m e n s e t z u n g  / {g (z)} d e r  F u n k t i o n e n  / (z)  u n d  g (z) v e r s t e h e n  

w i r  d ie  , , S u b s t i t u t i o n "  y o n  z d u r c h  g(z) i n / ( z ) .  W i r  n e h m e n  an ,  d i e  F u n k -  

t i o n e n  / (z)  u n d  g (z), d ie  a n a l y t i s c h e  F u n k t i o n e n  e i n e r  k o m p l e x e n  Ver~inder -  

l i c h e n  se in  m 6 g e n ,  se i en  so b e s c h a f f e n ,  d a b  die  , , S u b s t i t u t i o n "  in  e i n e m  ge-  

w i s s e n  z - G e b i e t  s i n n v o l l  is t .  D iese  B i l d u n g  i s t  i m  a l l g e m e i n e n  n i c h t  k o m -  

m u t a t i v ,  d . h .  es g i l t  n i c h t  i m m e r  ] { g ( z ) } = g { / ( z ) } .  

O b w o h l  so l che  Z u s a m m e n s e t z u n g e n  h~tufig i n  d e r  M a t h e m a t i k  a u f t r e t e n  

(z. B.  z u r  V e r e i n f a c h u n g  v i e l e r  e l e m e n t a r e r  R e c h n u n g e n ) ,  s i n d  sie  i n  v o l l e r  

A l l g e m e i n h e i t  w e n i g  u n t e r s u c h t  w o r d e n .  E r s t  t 8 7 0  h a t  SCHR6DER [1~, [21 

d e n  F a l l  d e r  , , n a t t i r l i c h e n  I t e r i e r t e n "  /n(z),  n = 0 ,  t ,  2 . . . .  e i u e r  g e g e b e n e n  

F u n k t i o n  s t u d i e r t  : 

lo(~) - -  ~, L,+I(~) = / { & ( z ) } .  

H i e r b e i  f t i h r t  e r  a l l e r d i n g s  e ine  F u n k t i o n a l g l e i c h u n g  e in ,  d ie  a u f  ABEL z u r t i c k -  

g e h t .  I m  s p ~ t e n  n e n n z e h n t e n  J a h r h u n d e r t  h a b e n  v e r s c h i e d e n e  M a t h e m a t i k e r  

(z. B.  KOEI~IGS E3~) d ie  I t e r i e r t e n  u n d  die  v e r w a n d t e n  F u n k t i o n a l g l e i c h u n g e n  
Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 9 



12~  IRVINE NOEL BAKER: 

von ABEL und SCHRODER lokal untersucht, insbesondere in der N~ihe eines 
Fixpunktes ~ der zu betrachtenclen Funktion ](z), d.h. eines Pdnktes ~ mit 

I (~) = ~. 

Durch MONTELs Theorie der Normalfolgen wurde endlich eine systematischere, 
um t920 yon J~LIA [4] und FATOU [51, [61 aufgebaute Iterationstheorie im 
Grol3en ftir gebrochene und ganze Funktionen m6glich. Das Iterationsproblem 
ist auch im Reellen behandelt worden (z.B. yon BODEWADT E71). 

Im folgenden beschfiinken wit uns auf Zusammensetzungen yon ganzen 
Funktionen; dann ist die Zusammensetzung wieder ganz. Die allgemeine 
Bildung ] {g (z)} betrachten wir nur  ftir den Fall, dab die Ordnungen von ](z) 
und g (z) beide kleiner als �89 sin& Mittels einer Erweiterung (w 3) der bekannten 
Ergebnisse tiber den kleinsten Betrag von Funktioncn yon kleiner Ordnung 
gewinnen wir in w 4 den Hauptsatz 3, der spSter in der Iterati0nstheorie an- 
gewendet wird. Im Teil II  werden speziellere Zusammensetzungen betrachtet.  
Zuerst die vertauschbare 

I{~(~)} =.g{l(~)}. 

Die Theorie 'der vertauschbaren Funktionen ist mit der Iterationstheorie eng 
verwandt, denn die Iterierten sind ja miteinander vertausehbar; und ffir 
passendes [ (z) kann es vorkommen, dab nur die iterierten [, (z) mit t (z) ver- 
tauschbar sind (w 6). In w 9 bringen wir einen Beitrag zu einem neueren 
Problem der Iterationstheorie, namentlieti zur. Frage nach notwendigen Be- 
dingungen daftir, dab eine gegebene ganze Funktion die m-te Iterierte (m >  1 
ganz) einer ganzen Funktion ist. In w 10 wird dieses Problem ftir den Fall 
m = 2 weiter verfolgt. Schliel31ich ziehen wir in w 1t einige Konsequenzen 
der obigen Resuttate ftir lokale L6sungen der Funktionalgleichung 

]{] (z)} ---- F(z) ftir ganzes F(z); 

wobei eine Verbesserung eine, s etwas liickenhaften Paragraphen unserer 
Arbeit [8] und eine Bemerkung zu einer Vermutung yon THRON [9] gebracht 
werden. 

I. Wachstumseigenschaf ten  der Funktiofi  F (z ) - -~ l{g(z )}  ffir ganze 
t ranszendente l )  Funkt ionen  f ( z ) ,  g (z )  yon kleiner Ordnung 

�9 w 2. Bisherige Ergebnisse 

Es sei in der tiblichen Bezeichnung 

M([, r) = Max l/(z)l 

m (f, r) = Min I ] (z) l" 
M = r 

x) Es sei bemerkt, dab wir in diesem Abschnitt I uns auf ganze transzendente Funk- 
tionen beschr~inken und der Ktirze halber das Adjektiv ,,transzendent" weglassen. 



Zusammensetzungen ganzer Funktionen :123 

Die Fragestellung dieses Abschnitts ergibt sich aus einer Arbeit [8, ins- 
besondere Satz 11 fiber die Iterationstheorie im Grol3en, wo wir die folgende 
Tatsache benutzten: Es sei ] (z) eine ganze Funktion yon der Ordnung 0 und 
F(z) = ]  {f(z)}; dann ist re(F, r) unbeschr~inkt mit unbegrenzt wachsendem r 
[man bemerke, dab F(z) nicht yon Ordnung 0 zu sein braucht !l. Eine untere 
Absch~itzung ffir M(F, r), n~imlich 

M(F, r) > M([, rq) 

ftir eine-beliebig groBe Konstante q und passende, beliebig grol3e r-Werte, 
kam auch vor. Die Resultate yon [81 lassen sich versch~rfen, wenn man 
sch~irfere Aussagen fiber M(F, r) und m (/7, r) zur Verffigung hat. Allgemeiner 
m6chte man von einer zusammengesetzten ganzen Funktion e(z)----g {h(z)}, 
g (z), h (z) ganz, gem wissen, was ffir Beziehungen 'es zwischen M(e, ~), M(g, r) 
und M(h, r), bzw. m (e, r), m (g, r) und m~(h, r) gibt. 

Den gr6Bten Betrag hat schon P6LYA [10] behandelt;  er hat bewiesen: 

e(z), g(z) und h(z) seien ganze Funktionen die (1.) und (2) Satz (P6LYA). 
er]i~llen : 
(t) 
(2) 

~(~) = g { h ( ~ ) ) ,  

h (o) = o .  

Dann gibt es eine bestimmte, yon e (z), g (z) und h (z) unabh~ngige Konstante cmit  

Ffir ganze Funktionen von kleiner Ordnung besteht ein enger Zusammenhang 
zwischen dem grSl3ten und dem kleinsten Betrag, z.B. der 

Satz. (LITTLEWOoD-WIMAN [111, [12!). /(Z) sei eine ganze Funktion der 
Ordnung e <  t. Dann ist die Menge 

(4) ~r; re(l, r) > {M(/, r)}( -*+ . . . .  .0) 1 

/i~r iedes e> 0 unbeschriinkt. 
Man hat  sogar Aussagen fiber die (obere) Dichte der Menge (4) und ~hn- 

licher Mengen (AMIRA [131, BESlCOVlTCH [141, CARTWRIGHT [15], PE~NV- 
CUICK [/6]). Hiernach liegt es nahe zu fragen, ob es ffir den kleinsten Betrag 
von e(z)=g{h(z)} S~tze gibt, die dem P61yaschen Ergebnis entsprechen, 

wenigstens im Fall, dab g (z) und h (z) kleine Ordnung haben. Es ist allerdings 
zu erwarten, dab solche S~itze wesentlich komplizierter als der yon P6LYA sind. 

In w 4 (S~itze 3 und 4) gelingt es, eine Beziehung der gesuchten Art zu 
finden, wobei aber die Gr613e m (/, r) --  d.h. der kleinste Betrag von /(z) 
auf dem Kreis ]z] = r  --  dutch den kleinsten Betrag auf ~ewissen ,,kreis- 
artigen" Kurven zu ersetzen ist. Die Siitze 3 und 4 sind yon Bedeutung in 
der Iterationstheorie, und ihre Anwendung in w 8 und w 9 bildet eine weit- 
gehende Versch~irfung der Resultate in [8]. 

9* 
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w 3. Der kleinste Betrag und die Niveaulinien einer Funktion, 
deren Ordnung kleiner als { ist 

Die folgenden vorbereitenden Nebenbetrachtungen haben an 'und fiir sich 
schon ein gewisses Interesse. Nach dern Satz yon LITTLEWOOD-WIMAN nimmt 
der kleinste Betrag re(I, r) cter ganzen Funkt io~/(z)  yon kleinerer 'Ordnung 
als �89 beliebig groBe Werte an. Wir fragen: l/die grofl muff r gewdhlt werden, 
damit m (/, r) eine vorgegebene GrSfle R zum. e~slenmal erreicht ? Fiir den Zweck 
dieser Arbeit ist ausreichend der 

Satz  1. /(z) sei eine ganze Funktion der Ordnung 0 < �89 /erner r (R) die 
kleinste L6sung zu gegebenem R > 0  tier Gleichung m(/, r ) = R ,  und M_l(/, r) 
die Umkehr/un.ktion yon M(/, r). 

Dann gibt es zu ~edem ~5 > 0 ein R~ > O, so daft/iir alle R > R 6 

M_~(/, R) ~ r(R) _~ {M_~ (/, R)}L(~ ~ +~, (s) 
wobei 

ist. 
Es sei bemerkt, dab L ( 0 ) : I  und dab L(0)-+oo ftir 0-+ �89  Zuerst 

bringen wit den 

Hilfssatz 1. Gegeben sei die ganze Funktion /(Z), Bei obiger Erkldrung von 

M(/, r) und M_i(/, r) gibt es zu den reellen Zahlen k>  i, (~>0 ein R o, so daft 
/iir alle R > R o 

(6) M~ (/, R k) < (t + ~) {21//1 (/, R) }k < {3/1 (/, R) }k + 

ist. 
Beweis. Man setze s : log r und V ( s ) : l o g  M(r). Nach dem Dreikreise- 

satz von HADAMARD ist V(s) eine konvexe Funktion yon s; insbesondere 

~_~} -- r(o}_ ~< v < 2 s ! . - ~ ; ( o )  
S k S  

also 

(7) V(ks) ~ kV(s) -- (k -- t) V(O). 

Ffir wachsendes s Strebt (nach dem Sat~ yon LIOUVILLE) V(s) -- V(O) gegen ~ .  
8 

Wegen der Konvexit~t yon V(s) strebt ffir unbegrenzt wachsendes s und ftir 

festes 0 auch der Ausdruck -V(-s +-a)?  V(~)- gegen o~. Jetzt  sei a > 0  so klein 
(X 

gew/ihlt, dab e"<  1 + 6. Es gibt ein so, so dab 

V(ks+a)--V(ks ) ~ (k--l) V(0) fiir s ~ s  o, 
G (Y 

Hieraus und aus (7) folgt 

V(ks + a) > k V(s), d.h. M(/, e~r k) > {M(/, r)} k 
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ftir alIe geniigend groBen r. Also, wenn man M(/, r ) = R  setzt, findet man 

M_, (/, R k) < :{M_~ (/, R)p < (~ + ~):{~, (/, R)p < {M_, (/, R)}*+~ 

fur alle genfigend groBen R, w. z: b. w. 

Beweis yon Satz 1. Jede ganze F u n k t i o n / l i  z) der Ordnung 0 <  ~ 1/iBt 
sich als ein einfaches kanonisehes Produkt  darstellen: 

..oo 

(8) ]1 (z) ----- C z'o H t - ~ , c Konstante, n o ~ 0 ganz, 
n = l  

wobei die yon Null verschiedenen Nullstellefi a n nach ihren absoluten Betr/igen 
b~ = ] a.I durch 
(8') 0 < bl ~ b2 ~ b3 ~ ' "  

geordnet werden k6nnen. O. t3. d. A. /<ann man den Faktor  Cz '~o wegtassen. 
Gilt der Satz fiir die Produkte 

~o 

so auch ftir die allgemeineren Produkte (8). Denn es ist 

m ( l , , , , ) = l C l : o , , , ( l , ,  ") und M ( I , , , , ) = I C I : o M ( t , , , ) .  

Unter rl(R) verstehe man die kleinste L6sung r' der Gleichung m ~ ,  r ) = R .  
Ftir genfigend globes R - -  etwa so groB, dab a~ls M(/1,-r) >-R die Ungleichung 
1 C] r ~o > t folgt -- ist 

re{A, r(R)} > r~{t, r(R)} ='R. 
Aus der Stetigkeit yon rn(/1, r) folgt, dab r l (R)<r(R  ). Gilt Satz t- ffir/{z), 
so hat  man ffir genfigend groBes R 

(1 O) r~ (R) < r (R) < {M_~ (], R)} TM +~/~, ~ > 0 beliebig. 

Au$ M(I1. ~') = t Cl :.M(/,,.) f o l g t  

,, = M_, {A, I c I : " M ( I ,  r) } < M ,  [/1, {M(I, r)},+~] 
ftir beliebig kleines a >  0 und alle genfigend grogen r. Setzt man 

M(/, r) : R,  
so ist nach Hilfssatz t 

(tt) r :M_I ( / ,  R) <~ M_I([1 , R l+a) < {M_, (/1 , R)} 1+2a" 

fiir alle genfigend groBen R. ~ sei so klein gew/ihlt, dab 

(5 + {z(o) + -}} < z(o> + 

Dann ergeben (!0) und (i t)  

r, (R) < {M_~ (/1, R)} LIoI+~ 
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ftir,alle gentigend groBen R. Die andere H~tlfte von (5), d.h. 

ist trivial. M-1 (/1, R) < r 1 (R), 

Es ~entigt sogar, den Satz ftir Funktionen mit reellen negativen Null- 
stellen zu beweisen, d.h. fiir Funktionen g(z) der Form (9'): 

mit b,, wie in (8'). Man sieht sofort, dab 

M(g,  r) > M( / ,  r), m (g, r) < m (/, r), rg (R) > r / (R) ,  

wobei r! (R) bzw. rg (R) die kleinste L6sung Yon m (/, r)----R bzw. m (g, r ) =  R 
ist. Gilt 

rg (R) < {M_I (g, R)} L~~ 
so folgt 

r / ( R ) <  rg (R) < {M_ a (g, R)} L/-o)+~ <{3/_ a (/, R)} r(e)+~. 

Man beschr/inke sich also auf die Funktionen (9') yon der Ordnung 0 und 
betrachte deren Nullstellen, wobei die Anordnung (8') immer noch voraus- 
gesetzt wird. Die Verteilung yon diesen Nullstellen mul3 man etwas eingehen- 
der untersuchen, am das Verhalten von m (g, r) ftir unsere Zwecke ausreichend 
zu beschreiben: ])as wird mittels einer Konstruktion von LITTLEWOOD [11] 
und BESlCOVlTCH [141 geleistet. 

Die Resultate yon LITTLEWOOD und BESICOVITCH. Dieser Abschnitt ist 
im wesentlichen der Arbeit [141 von BESlCOVlTCH entnommen, wo man Be- 
weise ftir die zitierten Behauptungen findet. Wir haben  eine triviale, aber 
bequeme Ab~inderung in der Bezeichnung vorgenommen, indem wir die in 
(t2) definierten c., d.h. die Logarithmen der Besicovitchschen c,, einfiihren. 

Ffir jedes ~ > 0  ist ~. b~ -~ konvergent [17, S. 249]. Weil die Glieder dieser 
n = l  

Reihe positiv und monoton abnehmend sind, folgt n b~ -~-+0 ftir n---> oo, daher 
1 

b,,n--~--+ oo ftir n-+ oo. Fiir jedes k < t / 0  strebt also b , n - k - +  ~ .  Wit nehmen 
ein festes k '<1 /0  und setzen 

(12) c~= log(b,n-k'), c,~ also reell. 

Es str~bt c~-+ oo mit .n-+ oo; folglich strebt der Ausdruck 

A l  (s ) --_ ci + ~ ~ . . . .  + ~ ~ ~o 
s 

ftir s-+r~.  A 1 (s) hat ein Minimum, das ftir h6chstens endlich viele s-Werte 
angenommen wird; p~ sei der gr6Bte unter diesen Werten. Dann gelten die 
Beziehungen 

A~ (p~) = a~ 
c l ~  d 1 , epiC_d1 

A1 (s) ~ d x ftir s ~ I .  
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Auf dieselbe Weise betrachtet man das Minimum (angenommen ftir s = p 2  
und fiir kein s > p~) des Ausd:ucks 

A~(s) = % + : + % + 0 " +  "'" + c p , ~  , 
s 

n/imlich A~(p~) = d 2 > d  1 mit cp~+:~ d~, cp,+~, ~ d2 und A~(s) ~ d 2 fiir s ~  1. 
Durch Wiederholung dieses Verfahrens erh~ilt man die Folge {p;} mit Pi ganz 
und positiv, und die Folge {di} m i t  d i reell und a l l < d 2 < . . . .  Diese Folgen 
sind so beschaflen, dab 

(13) 
und 

Ai(Pi)  ---- %-'+: + ct,_<.,+ ".  ~- % = di, 
Pi 

i ~ 1 ,  

% , .  : + ct~_,+2 +"" + ct~_,+~ ' Ai(s) ~ cIi 
S " 

ffir alte s ~  1. 

Hierbei ist 
h = Pl +~"" + Pi, to = 0 .  

BESlCOVITCH hat bewiesen, dab fiir vorgegebenes e > 0  und ftir alle ge- 
niigend groBe i die Ungleichung 

m(g , r )  > , =  k,  > (t4) 

im Iu t e rva l l  

(15) 
gilt. 

ea, (t i + �89 ~ r ~ e d'*, (t i + �89 

Wir wollen die obigen Resultate von BESlCOVlTCH anwenden, um zu zeigen, 
dab die die Ungleichung (! 4) befriedigenden r-Werte mit einer gewissen min- 
desten H/iufigkeit vorkomlnen und sogar, dab benachbarte Intervalle (15) 
nicht allzu weit voneinander entfernt liegen. Daraus wird folgen, dab r (R) 
und 3//_ 1 (], R) Gr6Ben derselben Ordnung sind.. 

Es seien k und k' so gew/thlt, dab 

(t6) Z > k > k ' > 2 ;  q <  <-h : - - ~ <  2" 

Es strebt b , ,n -k -+ oo mit n-+ oo. Also gilt  ffir alle geniigend groBe n 

b,, n -k' > e n ~-k" 
und nach (12) 

(17) c,~-~ log(b, ,n-k ' )  > (k - -  k') logln + t > (k --  k') log(n  + �89 

Wir setzen S i ftir den rechten Endpunkt des/- ten Intervalls (15) und s~ far 
den linken Endpunkt des ( i +  1)-ten Intervalls: 

Si  - -  e ~'+' (t~ + ~)k" 

s~ = e a'§ (tr z + �89 
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Nach (t3), (t7) ist 
d i+1 > % ,  > (k --  k') log ( t i+  1 -{- �89 

und  damit  
d,+~ > (ti+ 1 + {)k-~, 

fiir alle geniigend grol3e i .  Andererseits gilt fiir groBes i 

s~ > d,+~ > (ti+~ + �89 
und somit 

s~ < d'+, (d~+,). k'/{~'k') = d'+ ,{~/~-~'1 < S p  -k'. 

Race  den Resul ta ten  yon BESlCOVlTCH kann man  die Ungleiehung 

s~ < S i ~---~7 

so deuten : Es gibt ein Y, so daB ftir R > Y das Interval l  (R, R k//k-~'>) m i n -  
destens einen die Ungleichung (t4) befriedigenden Punk t  r enth~lt. 

Zu gegebenem~R sei rl die L6sung der Gleichung 
1 

M(g, r) = R -*+  co,~,r 

R sei so groB gew/ihlt, dab r 1 gr6Ber als Y ist. Dann liegt im Interval l  (rl, r~/~-kl) 
wenigstens ein Punk t  r2, fiir den gilt 

(18) .re(g, r2) > {M(g, r2)} <-*+ . . . .  r  {M(g, rl)} (-~+*~162 = R.  

Well m (g, r) eine stetige Funkt ion  yon r ist, ist r (R), die kleinste L6sung von 
m (g, r) - -  R, kleiner als r= und  r~< r~lk-~'. Trivialerweise ist r (R) > M_ 1 (g, R). 
Somit. haben wit  tatsiichlich fiir alle geniigend groBen R: 

Nach Hilfssatz t ~ ist fiir alle gent~gend groBen R 

( 
(~9) r (R) < {M_ 1 (g, R)}, i - :~ , 

wobei 8 > 0 beliebig klein gew~ihlt werden daft.  Im folgenden versuchen wir, 
im Ausdruck (~9) einen m6glichst kleinen Exponen ten  zu erhalten.  

Man setze k = ~/~t. Die Ungleichungen (t6) ergeben 

(20) e < el < e' < ~. 
Es sei 

t - - l i m s u p ( i - - o ~ l / O ' ) c o s ~ ' =  Max ( t - - ~ / Q ' ) c o s ~ o ' .  

Man nehme th, 0' wie in (20) und  ferner so, daB 

(~ - -  ..o,/e' ) cos = e ' >  t/(i:(~) + al3), 
also 

k t _ 1 

k--k '"  cos =0' (1 -- ede') cos ae '  < L(0) + -~a-" 
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e > 0 war beliebig klein zu wfi~hlen; es Sei so klein, dab 

k t < L(e) + 2~ 
k - -  k" -- e + cos ~ ~' 3 

fiir die jetzt gew~ihlten k, k'i Mit diesen Werten yon k, .k' und S, die aIlein 
von 0 u n d ~  abhfingen, ergib t die obige Diskussion [insbesondere (5')], dab 
fiir alle gentigend groBen R 

(5) (g, R) < r (R) {M_I (g, R)} 

ist. Also ist Satz t ftir die Funktion (9') und somit allgemein bewiesen worden. 

Das Verhalten des kleinsten Betrages hat nattirlich Konsequenzen ftir die 
Niveauli~aien einer ganzen Funktion: 

Satz 2. Es seien B >  A >O, R:>0 und g(z) eine in tzl ~ B reguliire Funk- 
tion mit den Eigenscha/ten: 

/iir Izt < A ist lg(z)] < R,  

/iir iz] = B ist [g(z)l > R ;  

dann gibt es in A ~ ]z I <  B eine ein]act; geschlossene, den Nullpun.kt enthaltende 
Kurve F, au] der I g (z) l = R gilt. 

Insbesondere sei g (z) eine ganze Funktion der Ordnung ~ < ~,1" dann gibt es 
ein Ro> 0, so daft/i~r alle R > R o der Kreisring 

:(2i) M_I(g, R) < Izl < , (R  + t) 

eine den Nullpunkt enthaltende , ein/ach geschlossene Kurve F entMilt, au/ der 
Ig(z) I = R  gilt. 

Beweis. Man nehme die zusammenh~ngende (nach dem Satz yore Maximum 
sogar einfach zusammenh~ingende) Komponente K der offenen Menge 

die den Kreis I=I<A einschlieBt.-_P wird als Rand yon K 
gew~ihlt. Der Rand yon K besteht aus Niveaukurvenstiicken, auf denen 
Ig(=)l = R  gilt. Aus der Kompaktheit der in der Kreisscheibe Izl ~ B gele- 
genen Niveaukurven I g (z) l = R folgt, dab diese Kurven eine endliche Gesamt- 
bogenl/inge haben. Von einem beliebigen Punkt (2 auf dem Rand v o n K  
ausgehend, verfolge man irgendeinen durch Q laufenden Zweig yon Rand K;  
man gehe immer in der gleiehen Richtung weiter; st6Bt man au.f einen Kreu- 
zungspunkt P der Niveaukurven, indem man in P entlang dem Kurvenast 
ankommt, so soll man P entlang den nach folgender Vorschrift gew~ihlten 
Ast ~r verlassen: ~' schlieBt mit ~r in der Umgebung yon P einen Winkelraum 
din, dessen inhere Punkte zu K geh6ren. Dann geh6rt auch der Ast cr zu 
Rand K. Dieser Vorschrift ftir jeden eventuell vorkommenden Kreuzungs- 
punkt folgend, kann man den Rand von K unbegrenzt verfolgen. Wegen der 
Beschrfinktheit der GesamtbogenlS_nge trifft man einen Ptmkt ,/ mehr als 
einmal; /" sei der zwischen dem ersten und zweiten Auftreten von ~ durch- 
laufene Teil yon Rand K;  wenn man di~ durchlaufene Bogenl~nge als Para- 
meter einfiihrt, erkennt man, dab F dine Jordan-Kurve bildet, auf der 
[ g (z)[ = R gilt. Im Innern von / '  ist ] g (z) l < R. 
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Es gibt in lz[ < B nur endlich viele Nullstellen yon/ ' (z) ,  d.h. Kreuzungs- 
punkte des Niveaugebildes. Man nehme einen Punkt  ~ E F, der kein Kreu- 
zungsPunkt ist. Nach dem Satz yore gr6Bten Betrag wird eine kleine Kreis: 
scheibe um ~ dutch die Kurve P in zwei Teile K 1 , K 2 geteilt, fiir die I/(z)[ > R  
bz,v I/(z)l <R: K 2 geh6r$ zum Innern yon F. Nun geh6rt F zum Rand yon 
K. Es folgt, dal~K mlt dem Innern yon _N identisch ist und dab /1  den Null- 
punkt  enth/ilt. 

Die Behauptung fiber ganze Funktionen fo]g~c unmittelbar aus dem ersten 
Teil des Satzes, 

Ftir ganze Funktionen h6herer Ordnung brauchen geschlossene Niveau- 
]inien fiberhaupt nicht zu existieren; so sind die Niveaulinien von e z z.B. die 
Geraden Re z = konst. 

w Die Zusammensetzung 1{ff (z)} und ihre Gr6Be auf gewissen 
kreisartigen Kurven  

Die grundlegenden S/itze 1 und 2 kann man jetzt anwenden, um Ergeb- 
nisse fiber die Wertverteilung yon zusammengesetzten Funktionen der Form 
/ {g (z)} abzuleiten. 

Satz 3. Es seien /(z) und g (z) ganze Funktionen der Ordnung O/ bzw. Og, 
0 ~_ Or< �89 O~ ~Jg< �89 Dann existiert zu gegebenen e> O, ~> 0 eine Folge yon 
geschlossenen Jordan-Kurven ~ ,  die den Nullpunkt enthalten und auflerdem 
]olgende Eigenschaflen .haben: Es seien ai und a i die gr6flte bzw. kleinste Ent- 
]ernung zwischen dem Nullpunkt und ~ .  Dann 

(i) _a~-> oo, 

(ii) ~ < o~i ('~ wobei L(~g) die im Satz 1 erkliirte Bedeutung "hat, 

(iii) au] ~ (die innerhatb yon ] z l<~  , liegt) ist 

[ / 1 \ ] - ,  + oos~el 

 22) I/{g(.)}l > M l/, M g, 

/iir z E ~ .  "Ferner lassen sich positive Konstanten K > t u n d  r o linden, so daft 
/ i# s > r  o ~eder Kreisring s<]z[ <s  ~: eine solche Kurve IT" entMlt. 

Beweis, Wit nehmen gem~B Satz 1 so groBe R-Werte, dab 

rg (R) < M_ 1 (g, R) L(e.) + ~ 

ist [rg (R) ist die kleinste L6sung der Gleichung m (g, r ) =  R], und dab die 
Voraussetzungen des Satzes 2 bezfiglich der Funktion g(z) erffillt werden, 
Unter diesen w~thlen wit einen solchen Weft R,:, dab auch (Satz yon LITTLE- 
WOoD-WIMAN) 

m (/, Ri) > {M(/, Ri)} -* + oos ~ e, 

gilt. Nach Satz 2 gibt  es eine JordanrKurve F, in dem Kreisring 

M_I (g, Ri) < Iz[ <rg(R~+ ~), 
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ffir die [g(z)[= R~ ist. Ftir groBes R i i s t  naeh Hilfssatz t 
6 

rg (R i + t ) < {M_ 1 (g, R i + I)}L('o'A + -2- < {M_I (g, Ri)}L (q,) + ~, 

und ~ liegt daher in 

(23) M x(g, R,) ~ 1~1 < (M_l(g, R,)?(o~), ~. 

Ftir z E ~ hat man 

I / {g(z~ )[ > re(i, Ri) > {M(/,  R,:)}-' + r176 q'. (24) 

Nun ist 
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~,:~ r(R~ + t) < {M_I (g, Ri)} Lc~I + ~ 
d.h. 

1 

R,> 

und (24) wird somit zu (22). Weil _ai>M_l(g, Ri) ist, ist (23) gleichbedeutend 
mit 

a i ~  [z[ ~ ~ i <  a iL(eg )+~ fiir z C ~ .  

Zu beweisen bleibt nut  die Aussage fiber die Verteilung der / 'cKurven.  
Nehmen wi re '  < e, �89 > Q' > O], so "daB 

c o s  (~  03  - e '  - c o s  ( z  el) *" 

Aus dem Beweis yon .Satz t [vgl. 07), (t8)3 sieht man, dab fiir alle genfigend 
groBen R (>A etwa) je'des Intervall (R, R c) -- wobei c > 0'/(0'-- Oh --. ein 
solches R enth/ilt, dab 

(25) re(l, R) > M(/ ,  /~)-~" + cos, r _ M(/,  ~ ) - ,  + co~,,q,. 

Im folgenden wollen wir nur so groBe s-Werte w~hlen, dab R - - M ( g ,  s) > A.  
Nach dem Hilfssatz l ist ffir beliebiges, festes ~ > 0 und passend groBes s 

M_x (g, R ~) < {M_I(g,R)} ~ + ~ --s~ + ~ 
und daher 

M(g, s ~+r} > {M(g, s)} ~ -  R~. 

In (R, R ~) liegt ein R, das (25) genfigt. In (s, s ~.+ "e) liegt ein ~'mit M(g, ~) --  R. 

Also liegt nach (23) im Kreisring 

und somit sieher im Kreisring 

s ~  [z I < s(~+ ~)lL(o,~+ 6~ 

eine den Nullpunkt umschlingende Jordan-Kurve /" des behaupteten Typs. 
Das K der Behauptung ist gleich 

(~ + ~1 (L(e,) + ~). 
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Zusatz. Es ist klar, dab M ~  {g(z)), r] ~ M~,  M(g, r)]. Dann ist ftir die 
rechte Seite yon (22) 

MI/, M {g,~, L"~+~ > 

>.M[J{g(z)} ,~i ] (  ~ 1 

fiir beliebig ldeines e ' >  0 und passend groBes ai nach Hilfssatz 1. 

Notwendig, dab eine gegebene ganze Funktion ~b(z) sich in der Form 
~b(z) =/{g(z)} aus zwei ganzen Funktionen [(z) und g(z) yon kleinerer Ord- 
nung als �89 zusammensetzen l~iBt, ist die Bedingung, dab es eine Konstante 
~ > 0  und eine Folge yon Kurven, Pi (mit ~,----Max [zl, z E ~ )  der oben be- 
schriebenen Beschaffenheit.gibt, auf denen 

(26) I r l > (M(q), ~i)} ~ 

ist. Obgleich wit jetzt Kurven ~ haben, ftir die sich der kleinste Betrag 
mit dem gr6Bten vergleichen 1ABt, wird tiber die absolute Gr6Be yon [/{g (z)} I 
auf diesen Kurven imme7 noch fast nichts ausgesagt: Es ware denkbar, etwa 
bei unregelm~iBigem Wachstum yon / {g (z)), dab M [] {g (z) }, r] in gewissen, 
die Kurven ~ enthaltenden Bereidhen verh~ltnism~Big kleine Werte an- 
nimmt. Deshalb ist interessant der 

Satz 4. Es seien ](z) und g (z) ganze (transzendente) Funktionen tier Ord- 
<x  nungen ~! bzw. ~,  0<@! ~, O ~ Q g < ~ ;  L sei eine beliebige positive reelle 

Zahl. Dann gibt es eine Folge I'~ yon geschlossenen, den Nullpunkt enthaltenden, 
und den A n]orderungen (i) und (if) yon Satz 3 geni~genden Jordan-Kurven, 
au/ denen 
(27) II{g(z)}l > exp (~)  

fiir z E l"~ gilt, wobei ~,---- Max [z]. 
~E r~ 

Beweis. Es folgt bekanntlich aus den Phragmen-Lindel6fschen Metho- 
den, dab zu gegebenem e > 0 und einer ganzen Funktion /(z) der Ord- 
nung Q], O<0t  < �89 sich beliebig groBe R-Werte R i finden lassen, ftir die 
m (/, R~) > exp (R$1-*). Im Beweis von Satz 3 k6nnte man solche Werte ftir R i 
nehmen. Dann gibt es in 

M x(g, R 3 < ]z[ ~ {M_I (g, R3}tIe, ~+~ 

ftir gentigend groBes R~ Kurven ~ ,  auf denen 

1 0 1 - - *  

(28) I / { g ( z ) } l > e x p ( R f , - " ) > e x p [ { M ( g , ~ ) }  ]. 

"weil a i <  {M-l(g, Ri)} LIo~+~ ist. Zu gegebenem K > 0  ist ftir gentigend 
groBes al (und also R~) 

1 K " 
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(28) wird daher zu 
[ ~" x(<,.,-.,) 1,1 

(29) If{g(4}l > e x p  [~t s(0,)+~ j j .  

Der Exponent yon ai in (29) kann durch passende Wahl yon K be!iebig groB 
gemacht werden, insbesondere gr6Ber als das L yon (27). Die Funktion 
]{g(z)} ist yon unendlicher Ordnung. 

Bemerkung. Die Bedingung ~l> 0 in Satz 4 ist wesentlich. Wenn Ot = O, 
0N ~ < o o ,  ist es m6glich, dab ]{g(z)} sogar eine endliche Ordnung hat. 
(Vgl. t)6LYA [10], BAKER [8].) 

Nach Satz 4, wie nach dem in w 2 zitierten 'Satz von PdLYA is t  es klar 
dab e l > 0  eine unendliche Ordnung ffir /{g(z)}  zur Folge hat. Trotz der 
P61yaschen Relation braucht die Wachstumsgeschwindigkeit yon /{g(z)} 
keineswegs so hoch wie exp {exp(rOg)} [ein Ausdruck, der ungefiihr der Zu- 
sammensetzung von exp (rOl) und exp(rOg) entspricht I zu sein. Das beruht 
auf der M6glichkeit einer Wechselwirkung zwischen .zwei unregelm~il3igen 
Wachstumsarten ffir ](z) und g(z). Ersf wenn man weitere Wachstums- 
bedingungen hinzufiigt [etwa ~1>0, 0 <  ~g= untere Ordnung yon g(z)] wird 
die Existenz eines ~ > 0  gesichert, Ifir das 

M [[ {g (z) }, r] * 0 {exp (exp r ~) }. 

Auf diese Verh~iltnisse gehen wir nicht nfiher ein. Um aber zu zeigen, dab 
sich die Ungleichung (27) yon Satz 4 im allgemeinsten Falle nich.t sehr ver- 
bessern l~iBt, beweisen wir den 

Satz 5. Gegeben seien zwei Konstanten ~g, ~ (mit 0 < ~ < t ,  0 < ~ < 1 )  
und eine reelle Funktion /~ (r) mit lim/z (r) = oo. Dann existieren zwei ganze 

T---> O0 

Funktionen g (z) und G (z) der Ordnung eg bzw. ~G, so dab 

(30) M [G {g (z)}, r] < exp (r ~ (,)) 

fiir alle geni2gend groflen r gilt. 

Da Verkleinerung yon # (r) die Behauptung versch~rft, k6nnen wir yon 
vornherein 

(3t) /~ (r) .< log r 

annehmen. Als Vorbereitung ffir den Beweis dieses Satzes schicken wit ein 
paar Bemerkungen fiber den bekannten Zusammenhang zwischen der N u l l -  
stellenverteilung und dem Wachstum einer ganzen Funktion v0raus.. 

Hilfssatz 2. Far ein kanonisches Produkt g (z) = t -- a~ sei n (r) die 
* t = l  

Anzahl der Nullstellen, deren Betrag nicht grSfler als r ist. Wenn fiir 0 < ~ < t  
stets n(r)NrO, aber n(r)-~O(ro- O Jar kein s > 0  ist, so ist die Ordnung yon 
g(z) gleich ~. 

Beweis. Die Ordnung eines kanonischen Produktes ist gleich dem Kon- 
vergenzexponenten der Nullstellen (vgl. z.B. [17]). Nun folgt aus n ( r ) N  r ~ 
die Konvergenz yon. ~ b~ -(~+~1, b~ = l a.l, ffir jedes positive ~ (Vergleich mit 
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~] n-(l+~/Q)); d.h. der Konvergenzexponent und damit  die Ordnung sind nicht 
gr6Ber als Q. Wenn die Ordnung yon g (z) gleich A ist, folgt aus dem Jensen- 
schen Satz, daB n (r)= O (r a+*) ftir jedes e >  0 gilt. W/ire also die Ordnung 
A ,  A <  O, so w/ire n( r )=O(r  a+~) ftir jedes positive e, also gleich O(r (A+o)N) 
entgegen der Annahme des Hilfssatzes. 

Bezeichnungen. Ein Polynom 

~t 

P(z)=_ , ~  0<]all_<la,  I . . . ~ l a . , l = r  

soll yon der Klasse (O, T) sein, wenn Itir die Anzahlfunktion der Nullstellen 
n (r) < r~ gilt, d.h. fiir I am [ > m ~/~ m = t, 2 . . . . .  n. 

Ein festes Polynom P(z) von der K!asse (O, T) bestimmt fiir W ~  T die 
Funktionenklasse {P, O, W} aller Funktionen g 

(32) g(~) = 1J( 1 - ~  ) ~ = ~  b~ ' o<  lb,!_<!b,l~_ .. I 

mit b i = a i ,  i = l , . . . ,  n, 
.lb,+i[ > W >  T, 

und ng (r) ~ r ~ 

Lemma-3a) Fi~r ~ < t  seien ein Polynom P(z) yon der Klasse (~, T) und 
ein V > 0  gegeben. Dann gibt es ein W mit W >  V, so daft ]i~r ~ede Funktion 
g(z) der Klasse {P, 0, W} 

(33) �89 M(P,  r) < U(g, r) < 2M(P,  r) 
]iir ~" ~ V gilt. 

3b) Zu der als ]est.betrachten Funktion # (r) yon Satz a und einem Polynom 
P(z) gibt es ein U =  U(P), so daft 

(34) 2M(P,  r) < r~(') 

liar r ~  U gilt. Ist P yon der Klasse (0, T), so werden wit immer annehmen, 
daft U >  T ist. 

3c) In  3a) wtihlen wit V gr6fler als das U yon 8b). Dann gelten (33) und 

(35) M ( g , r ) < r  ~/'> 

[iir alle r in [U, V] und g E {P, fl, W}. 

z :  1 ist Beweis. 3 a) Ftir ~ 1  < ~- 

l o  - -  ~--- 
I 

< 

b-~{t + 2 -~  + 3 
, ( , , ) 21,1 

Ist 

(36) W > 2 V, 
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so gilt fiir 121~ r (mit der Bezeichnung !bin] =d,.)  

U](  ) ' z '1 Z log( l  - -  ~ ~ 2 ]zl Y, a,; ~. (37) Io 1--37~ i = 
W) m > n ( W  " m > n ( W )  , 

Es ist n ( W ) ~  W o. Nan spare  die letzte Summe yon (37) auf folgende Weise 
auf: 

Z d= 1 = Z d~n I "-}- Z d :  1 = S1-4- 52. 
m >  n (W) n (W) < m  < WO m ~  IV~ 

In S~ ist  d , , > W ,  also ist S~<WoW-L  Ftir a l l e r  gilt n ( r ) < r L  d.h. es gilt 

d~ x < m-l lo< m-2, 
und somit 

S~< ~. m - 2 = O ( W - q ) .  
m~. Wq 

(37) wird nun zu 
i 

(38) flog H ( ' -  ~) '  , .>-.~> ~-  --- 21zl o ( w - o +  wo-1). 

Offenbar kann man betiebig groBe W w~hlen, so daB (36) erfiillt und (38) 
beliebig klein wird. Diese Wahl kann gleiehm~iBig fiir alle g(z)C{P,  o, W} 
getr0ffen werden. Dadureh kann man erreiehen, dab 

i f / 1  z ) l ~ 2 ,  ' <  ( - ~  ] 
2 m > n ( W )  

also 
t <1 g(z) <~2 
z I P(dl 

f~r I~I ~ v gilt. Hiera~s folgt die V~gleich~ng (33) m~ I~I< v. 3b) ~d 3c) 
sind t r iv ia l .  

Beweis yon Satz 5. Der Grundgedanke der Konstruktion ist der folgende: 
Urn die Gr68enbesehr~inknng (30) zu bewirken, werden G(z) und g(z) als 
Funktionen mit sehr unregelm~iBigem Wachstum angesetzt. N~imlich G (Z) 
kann ftir die Werte von Z verh~iltnism~iBig groB sein, die als Werte yon g (z) 
dort vorkommen, wo g(z) verglichen mit ]z I verh~iltnism~tl3ig klein ist. 'Um- 
gekehrt, ist Z = g (z) verglichen mit [z] recht grog, so soll G (Z) verglichen mit 
[Z] von m~tBiger Gr6Be sein. Dieser unbestimmte Gedanke wird verwirklicht, 
indem wir zwei nach oo strebende Folgen 

(39) 0 < t I < u 1 < v 1 < w, < t 2 < u~ < v~< u,~< t a< ...,  

(4o) o < l~o < Wo < TI< bl < ~{ < ~ < r~ < No. < lJ; < ~q < Z; < .,- 

konstruieren. Mit ihnen bilden wir 

(4~) 

42) 

x - o, j  �9 q,,, c#,,q [t;~-l], m = t 2 
L.%nJ ' ''"' 

[ 7  m d - -  [ 7 m _ 1 ]  , Iil, = "~, 2, 
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(worin t o =  T O = 0 zu setzen ist), die Polynome 

= z /q~ 

(44) P,.(z) = t 1  ( t -  Z-] O" 
k = l  TI~ / 

und die ganzen Funkt ionen 

(45) g (z) --= I --  : t , /  ' 

(46) G (z) = h I - -  r,,) �9 
o~ 

(52) 

(52') 

Wei ter  gilt 

(53) 

der Klasse (0g, tm), 

der Klasse (QG, T,.) 

2M(P,~,r) < r p(') fiir r ~ U,,. 

Nehmen wir vorliiufig an, die angegebenen Anfordelmngen (49)b is  (53) 
ftir n = t ,  2 . . . .  seien erfiillt. Wir zeigen, dab dann die Funkt ionen g (z) und  
G(z) yon  (45) bzw. (46) die Ungleichung (30) erftillen. Die Funkt ionen  g(z) 

Wir wollen nachweisen, dab g (z) und  G (z) die Behauptung  von Satz 5 
erftillen. Ftir rig(r), die Anzahlfunktion der Nultstellen von g(z) gilt 

und  fiir alle r mi t  t ,n<r<t,;+x 
= Et,  3 < ,~ 

Nach Hilfssatz 2 ist die Ordnung yon g(z) genau ~g. gn t sprechend  ist die 
Ordnung yon G (z) genau ~G. 

U m  die wichtigste Behauptung  (30) zu beweisen, r ichten wir die Folgen 
so ein, dab ftir jedes n = t,  2 , . . .  die endlichen Tei!folgen yon (39) und  (40): 

(47) 0 < t 1 < .... < t~ < u~ < % < w~, 

(48) o <vo<Wo< . . . .  

die in (49) bis (53) ausgesprochenen Eigenschaften besitzen : Ftir jede Funkt ion  
gn (z) der Klasse {p,,, og, w.} gelten 

(49) M (g,, uk) <Vk_ ~, k = t . . . . .  n ,  

(50) M(g,,, vk) > U~, k = t ,  . . . ,  n ,  

(5t") M(g,,, r) < r t'(') in [u k, vk], k = t . . . . .  n.  

Ftir jede Funkt ion G,(z) der Klasse {P,q ,  o~, W~_I} gelten 

M(G n, r) < 2 in [0, Vo], 

M ( G , , , r ) < r  ~(') i n  [Uk, Vk], k - -  l , . . . , n - -  t .  
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und G(z) geh6ren den Klassen {p,,, q~, w,,} bzw. {P,,, qa, W,} fiir a l l e n  an. 
Daraus und aus (49) bis (52') folgen 

(54) M(g, uk) < V~. ,, k = t, 2 . . . . .  

(55) M(g, vk) > ~4,, k = t, 2 .... . .  

(56) M(g, r) < r t'lrl in [u~,-vk], k = 1,2 . . . . .  

(57) M(G, r) <: 2 in [0, Pol, 

(57;)" M(G, r) < r ~'(r) in [Uk, t5,1, k = t, 2 . . . . .  

Weil g(z) bzw: G (z) die Ordnung 9,g< 1 bzw. (~,~ < t hat,  gelten fiir all e grogen 
r-Werte 

(58) M(g , r )<e x p ( rO ,  tl) bzw. M ( G , r ) < e ' .  

Allgemein gilt 

(58') M {G(g), r} ~ M {G, M(g, r)}. 

(i) Ftir r gem~il3 vk_l_<r:~u ~ liegt R = M ( g ,  r) in [O~_~, V~_ll nach (54), 
(55). Hiernach und nacti (57') ist 

M(G, R) < R~' (~1 
und  (58') wird zu  

M {G(g), r} < R ~'(~r 

< {exp(rq,+x)} ~'>xp('e~ nach (58) 

< {exp(rq,+l)} ' t ' t-I nach (~!) 

--= exp (r*O~ +2) < exp (rt, C,I) 

fiir aUe gentigend groBen r (oder k). 

(ii) Ftir r gem~tl3 u ~ N r N  v k ist nach (56) 

R = M(g, r) < r:' (') 
und (58') wird zu 

M{G(g) ,  r} N d < exp (~"(')) 

fth" alle gentigend grogen r (oder k). Alle r-Werte fallen entweder in Intervalle 
[v~_ 1, uk] oder Intervalle [u k, vk], so dab die Behauptung (30) von Satz 5 
bewiesen ist. 

Es bleibt, die induktive Konstruktion der Folgen (39), (40J mit  den Eigen- 
schaffen (49) bis (53) nachzuholen. 

n = t .  Man w/ihle t1>0  und definiere gem/iB (41} und (43) das Polynom 
Pl (z) der Klasse (o,,, tl). Nach Hilfssatz 3b existiert u 1 = U ( p l ) > h ,  so dab 
ftir r ~  u 1 

(59) 2M(pt ,  r) < r ~'('~ 
Mathematisehe Zeitsehrift. Bd. 69 l 0 
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gilt. Dann wiihle' man 

(60) V o > 2M(p~, Ul) 

und gemtiB Lemma 3 a ein W o > V o so, dab fiir jede Funktion~l  (z) E {Po, qG, l~} 
-- wobei ~ (z) ~ I -- 

(61) M(GI, r) < 2 

ftir r ~ V o gilt. Jetzt nimmt man ein T I > Wo, definiert gem/if3 (42) und (44) 
das Polynom'-Px(z ) der Klasse (~G, T1)und findet nach Hilfssatz 3b ein 
U I = U ( ~ ) > T  1 so, dab ftir r~=U 1 

(62) 2M(P1, r) < rV (') 

ist. vl~--.u 1 sei so gew~hlt, dab 

(63) {M(p~, v~) > U 1, 

und w1>vl, so groB, dab alle gl(z) E{pl, o~g, wl} die Ungleichungen 

(64) �89 u ( p  1, r) < U(g~, r) < 2u(pa ,  r) 

und 

(65) M(gl, r) < r" (') 

in [u x, vl] erfiillen. Ftir jedes g~(z) E{p~, Qg, wl} ist nach (60) und (64) 

M(gl, Ul) < 2M(pl, ul) < Vo, (66) 

und nach (63) und (64) 

(67) 

Wit haben also 

und 

M(gl, vl) > �89 M(Pl, Vl) > U 1, 

O < t  l < u ~ < v ~ < w  x 

o <  Vo< Wo<  < u1 

konstruiert, ftir die die Gin. (66), (67), (65), (6t), (62) die entsprechenden 
Gin.(49) b is  (53) der Induktionsbehauptung im Fall n = 1 bilden. 

Allgemeiner Induktionsschritt. Jetz t i~ehmen wir an, die Konstruktion sei 
flit n ----- t, 2, . . . .  N ausgefiihrt. Schon konstruiert sind die endlichen Teilfolgen 

O < t l <  " ' '< tN< UN< VN< Wz~- 

0 <  v o <  ... < VN_I<WN-, < TN<VN. 

Man w~hle tN+l> WW und definiere gemRB (4t) und (43) das Polynom PN+I (Z) 
Cler Klasse (0g, tg+l). Nach Hilfssatz 3b existiert UN+I= U(PN+I)>t2v+I SO, 
dab ftir r~UN+I 
(68) 2M(pg+x, r) < rU(') 

gilt. Dann w~hle man V N gemRB 

(69) Vzv > 2M(ptr uN+x) 
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und nach Lemma 3a ein WN>V N so, dab fiir jede Funktion 

(70) M(GN+ 1, r) < r~(') 

ffir r in [Ux, VNt gilt. Jetzt  nimmt man ein T~+I>W N, definiert gem~B (42) 
und (44) das Polynom PN+I(Z) der Klasse (~G, Tz~+I), und bestimmt nach 
Hilfssatz 3 b ein UN+I ---- U(PN+x) > TN+I so, dab 

(7t) 2M(PN+I, r) < r ~(') 

ffir r ~  UN+X gilt. VN+I>UN+~ sei S ~ gew~hlt, dab 

(Pu+~, vu+l) > Us+I, (72) ~ M 

und WN+ 1 nach Hilfssatz 3c so groB, dab a.lle gN+l(z) C {Pu+a, 9g, WN+1} 

1 r 2M(J~N+~, r) (73) -~M(PN+I, ) < M(gN+x, r) < 
und 

(74) M(gN+I, r) < rU(') 

in [UN+I, VN+I~ erftillen. Ffir jedes gN+a (Z) E {PX+I, ~g, WN+I} ist nach (69) 
und (73) 

(75) M(g~-+l, UN+a) < 2M(pN+ I, UN+,) < ~', 

und nach (72) und (73) 

(76) M(gN+I, VN+I) > �89 M(/SN+I, VN+X) > UN+I. 

Wegen 
{PN, qg, WN} ) {PN+I, qg, WN+I} 

und 
{PN, OO, Wg} > (PN+ x, ~G, Wx+l} 

genfigt jedes gN+a den Gln. (49), (50), (5t) fiir n = N + L  k----t . . . . .  N, und 
jedes GN+ a der G1. (52') mit n = N + l ,  k = t , , . . , N - - t ,  und der G1. (52). 
Aber die Gln. (75), (76), (74), (70), (7t) ergeben die Gln. (49), (50), (51) mit 
n = N + l ,  k = N + l ,  die G1. (52') mit n = N + ] ,  k----N und die G1. (53) mit 
n = N + t .  

Hiermit ist die Induktion beendet. 

n.  Die Vertauschbarkeitsrelation [ { g  (z)} = g {[(z) } 

w 5. Funktionen, die mit einer gegebenen Funktion vertauschbar s i ~  
An und ftir sich ist schon die M6glichkeit einer kommutativen Zusammen- 

setzung 

(t) F(~) = I {g (z)} = g {1 (~)} 

der ganzen Funktion F(z) aus den ,,vertauschbaren" ganzen Funktionen /(z) 
mad g(z) yon Interesse. Als Beispiel treten vor allem die Iterierten einer 

10" 
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gegebenen Funktion auf. Die Iterierten einer gegebenen Funktion ] (z) werden 
induktiv definiert : 

(2) In(Z) = Z, / l (g)  = / (Z) ,  /m+l (Z)  = / . { / ( g ) }  = /{ / re (g )} ,  

wobei m ganz und positiv ist. Sie sind offenbar ganz. Wir werden unsere 
Resultate auch besonders auf die Iterationstheorie anwenden. Fi i r  Polynome 
haben RITT [18], [19] und JACOBSTI~AL [20~, ftir gebrochene Funktionen 
JuLiA [eli die Zusammensetzung (t) untersucht. Auf den Fall, dab [(z) 
und g(z) [also auch F(z)~ Polynome sind, wollen wir nicht eingehen, sondern 
verweisen auf [18~, [191 und [e0]. Die Vertauschbarkeit einer ganzen trans- 
zendenten Funktion mit einem Polynom kann man wegen des folgenden 
Satzes 6 weitgehend ausschliel3en. Im Beweis benutzen wir den 

Hilfssatz 4. Zu  einer ganzen Funkt ion /(z) gebe es zwei reelle positive 
Zahlen c, d und ein ganzes n >  t,  so daft 

(3) M(/ ,  or") < d {M(], r)}"; 

dann ist /(z) ein Polynom. 

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Hadamardsehen Satz, der besagt, 
dab log M(/ ,  r) eine konvexe Funktion yon log r ist. Wir setzen log r =  x, 
log M(/,  r) = V(x),  log c =~ ,  log d = 3 .  (3) nimmt die Form 

(4) V(n x + y) < n V(x) + r 

Wir zeigen, dab es reelle A und B gibt, so dab 

V(x) < A x + B 

(wenigstens ftir alle gent~gend groBen x). Man nehme ein fesi~s x 0 > Max 

,/0' ,--Y, I,, ferner reelle A und B, welehe die zwei Bedingungen 
/ 

(5) 
und 

(6) 

�9 gleichzeitig erfiillen, z.B. 

Ftir x >  - 7  

A x o + B > V(xo) 

A ~ - - ( n - - I )  B > 8  

B - ~ v ( x ~ 1 7 6  A >  ( n - l )  V(x~ 
J r + (n - t ) x o ~, + (n - t) x o 

ist nun n x + y >  x: also mit der Definition 

n xo + ' y  = x l ,  n x k - 1  + 7 = x~ 

ist x0< x l < - . . <  x~, und x~--~ oo. Nach den obigen Definitionen ist 

(7) V(x,)  < A x ,  + B ,  

wie man leicht induktiv beweist: Ftir k = 0 ist (7) nach (5) richtig. 
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Ist V ( x ~ _ O < A  xk_ l+  B, so ist nach (4) 

V(xk) < n V(Xk_l) + 6 < h A  xk_l + n B + 6  

= A ( n x ~ _ l + ? J  ) + n B - -  A 7 + 6 <  A x  k-F B 

nach '(6). Wegen der Konvexit i i t  yon V(x) in x gilt V ( x ) < A x +  B auch ffir 
Xk<X<Xk.~I ,  also ffir alle x ~  x 0. Ffir M([, r) bedeute t  das 

M (], r) < e ~ r a . 

Nach dem Satz von LIOUVlLLE ist daher  ] ( z ) e in  Potynom. 

Satz 6. Das nichtkonstante Polynom g (z) sei mit  der ganzen transzendenten 
Funkt ion [ (z) wie in der Gl. (t) angegeben vertauschbar; dann hat g (z) die Gestalt 
g (z) = ze2"'~i#'+ b, m und n ganz. Umgekehrt gibt es zu jedem Paar yon ganzen 
Zahlen m, n und iedem komplexen b eine ganze transzendente Funkt ion ] (z), die 
mit g (z) = z e *''ni!~" + b vertauschbar ist. 

Beweis. Es sei g(z) =ao  + alz + ... + a ,z  ~. Dann ist 

(8) F(z) = l(ao + alz + ... + a~z~) --  ao + a~l(z) + .. .  + a,, (f(z)) ~. 

Ftir alle geniigend groBen r ist 

(9) ] a o + . . . + a ~ z " l ~  I-a~l~ fiir l z ] > r .  
2 

Also enthfilt das Bild yon ]z]> r bei der Abbildung z - - ~  (z) = w keinen Punk t  

cler Kreisscheibe lw]_<- r l_a~,  und das Bild ~3 von ]z] _~r entNil t  die ganze 

Kreisscheibe. Dann ist 

"M(F,r )  = Max ]/(a o + .-. + a~z~)] 
lz! < r ' 

(,o) --- M xll(w)l_  II(w)l =M( !  ") 
~E~B ' " 

[w] ~ [an[r'* 

Andererseits gibt es ein K >  0, so dal3 ftir [w] > K  

(1t) 

ist. Zu r sei z* ein solcher .Wert, dab 

M(F,  r) = IF(z*,) l, IzTl = r. 

Nach (8) ist dann 

(12) M(F,  r) = F(z*) ---[a 0 + al / (z*)  + . - -  + a,~ (/(Zr )) 1. 

Weil M(F,  r) nach oo strebt,  wird ]] (z*)]>K fiir alle gentigend groBen r; 
nach (1t) und (t2) ist dann 

(t3) M(F, r )  < 2[a,, I I / ( z*) ["~  2] a,,[ {M(L r )p ;  
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also nach (t0) und (t3) 

Auf Grund des Hilfssatzes und der Annahme,  /(z) sei t ranszendent ,  erh/ilt 
man  n = 0' o der n = t. Den Fall  n = 0 haben wir ausges'chlossen. Man ha t  
noch festzustellen, welche linearen Polynome mit  einer ganzen t ranszendenten 
Funkt ion  ver tauschbar  sein k6nnen. 

Es sei 

(t4) /(az + b) = al(z) + b = F(z}, a :~ O. 

Zuerst sei a :# 1: In  diesem Falle fiihren wir die neue Ver~nderliche y und die 
neuen Funkt ionen  g*(y), h(y) ein: 

b 
b / { z (y ) )  = g * ( y ) ,  g*(y) = h(y) + t - (15 )  z = y +  l - a '  - - - ~  

h (y) ist eine ganze transzendente Funkt ion  yon y. Mit der neuen Bezeichnung 
erh~lt man  aus (14) 

(t6) h ( a y )  = a h ( y ) .  

Es sei h(y)= ~ hky k. Dann gilt" 
k = 0  

(t7) h , (a  ~ - a) = o .  

Ftir a entstehen die beiden F~lle: 

m" . '  
(i) 

dann ist h k = 0 ,  k =  2, 3 . . . . .  im Widerspruch zur Transzendenz  von h(y) 
u n d / ( z )  ;. also kann  dieser Fall nicht  eintreten 

(ii) a = e x p ( 2 ~  m i), (m,n relativ prim), m : # 0 "  

dann muB h(y) die Gestalt  
oo t 

(t8) h(y)  = y X h~, y-~ 
k ~ - 0  

haben,  wie aus (t7) ersichtlich ist. Jede solche Funkt ion  h(y) geniigt der 
GL (16). D u r c h  die Umkehrung  der Transformat ion (15) erh~lt mall die 
Funktionefl  /(z), die mit  ze *'rail" + b ,  m.q=O, ver tauschbar  sind. 

Auch im Fall a = t, d.h.  g(z )=z+ b, ist g(z) mit  t ranszendenten Funk-  

tionen ver tauschbar ,  z.B. m i t z + s i n  (2b--a-). Dami t  ist t ier  S a t z 6  bewiesen. 
% / 

Fixpunkte. L/iBt man oben konstante  Polynome zu, e twa g(z)=--a, so 
laute t  die Vertauschbarkei tsbedingung:  

1 (a} = a 
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oder, mit der fiblichen Bezeichnuug: a ist ein Fixpunkt yon / (z ) .  Der Wert 
J'(a) heiBt d~un der ,,Multiplikator" yon a. Diese Fixpunkte sind sehr wichtig 
ffir Untersuchungen fiber, vertauschbare Funktionen und Iterationen, wie man 
im Laufe des Paragraphen sehen wird. 

Zuerst wollen wir einige 

B e z e i c ~ n u n g e n  und Resultate  aus der I terat ionstheor ie  erw~ihnen. 
Beweise findet man in" FATOU [5]. Bis zum Ende dieses Paragraphen seien 
](z) und g(z) ganze transzendente Funktionen. Hat  /(z) einen Picardschen 
Ausnahmewert, etwa A,  so ist dieser der einzige, und /(z) hat die Form 

/(z) = A + P(z) exp (G(z)), 

wobei P(z) ein Polynom und G (z) eine ganze Funktion ist. Im Fall o 

/(z) ----m+ (z--o~)'exp(G(z)), r ~ O  ganz, 

heiBt ~ ein ,,Fatouscher Ausnahmewert" (h6ehstens einer existiert). 
~  " 

Die Menge ~(/) bestehe aus denjenigen Punkten der komplexen Ebene, 
wo die Folge {/~(z)} aller Iterierten nicht normal ist. Der unendlich ferne 
Punkt  wird stets zu  ~(/) hinzugerechnet. 

Ein ,,abstoBender" bzw. ,,anziehender" Fixpunkt n-ter Ordnung von/ (z )  
( ne ine  nattirliche Zahl) ist ein Fixpunkt von /~(z) mit Multiplikator vom 
Betrag gr6Ber bzw. kleiner als t ~ Die abstoBenden Fixp~ankte jeder Ordnung 
geh6ren zu 3(/) ,  die anziehenden jeder Ordnung geh6ren nicht zu ~(/). 

Es seien z 0 E ~([) und m, n zwei natfirliche Zahlen; dann geh6ren /,~(Zo) 
wie auch jede L6sung ~ der Gleichung /~(~)=z  o zur Menge -~(/) -- ,,voll- 
st/indige Invarianz" yon ~(/). 

F.I .  ~ (/) ist eine nicht leere perfekte 'Menge. 

F . I t :  Jeder Punkt  yon ~(/) ist ein H~ufungspuhkt yon Fixpunkten der 
t~(z). 

F. III. Ein beschriinktes Gebiet A, das~den eventuell vorhandenen Fatou- 
schen Ausnahmewert weder im Innern noch auf dem Rande enth/ilt, und im 
fibrigen beliebig ist, sei gegeben; dann gibt es zu jeder Umgebung 6 eines be- 
liebigen Punktes zoE~(/) ein N(zo, 6, A), so dab 6 durch jedes /,(z) mit 
n > N ( z  o, 6, A) auf ein Gebiet abgebildet wird, das A enth~lt. 

F.IV. Ffir jedes c E~(/) und ffir jeden Punkt  Zo, auBer dem eventuell 
vorhandenen Fatouschen Ausnahmewert, gibt es eine Folge zk--->c, k = l, 2 . . . .  
und natfirliche Zahlen nk,  so dab /,k(Zk)=Z 0. 

Im weiteren Verlaufe der Arbeit wird die folgende Bezeichnung h/iufig 
verwandt. D sei ein Gebiet, h (z) eine in D erkl/irte Funktion; dann bedeutet 
h(D) das Bildgebiet yon D bei der Abbildung z--->h (z). 

SchlieBlieh wollen wir einen erst sp/iter benutzten Satz yon H. BOHR [22] 
zitieren. 
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B. Es sei O< ~)< t u n d  q~(z) eine im Kreis K:lz[ ~ t regulate Funktion mit 

0 ( o )  = o 

und 
M a x  I~(* )1  = t .  

Da,,,, e,,thaZt d 'e Bi d e,,ge a (K) er I*1  ober 
c = c (e), eine positive allein yon ~ Falso nicht yon ~b(z)~ abhangige Konstante ist. 

Hilfsslitze, in denen die Fixpunkte  und die Begriffe der I terat ions-  
theorie eine Rolle spielen. 

O) [(z) und g(z) seien miteinander vertauschbar und ~ sei ein Fixpunkt  
yon/(z) .  Dann ist g(~) auch ein Fixpunkt yon ](z). Ist g'(~)=kO, so haben 
und g ~) als Fixpunkte yon/(z)  denselben Multiplikator. Beweis: trivial. 

(ii) /(z) und g(z) seien vertauschbar. Dann ]olgt 

(a) aus Zo E 3 (1), da~ ~ (Zo) ~ 3 (1), und 
(b) 3(1) ~ 3 (~) ~ 3 {l(g)}. 
Beweis .  (a) Es sei z o C 3 (1). Um g(Zo) als Mittelpunkt nehmen wir eine 

beliebig kleine offene Kreisscheibe K. Um z 0 als Mittelpunkt w/ihlen wir eine 
so kleine Kreisscheibe C, NaB g (C) (  K. Dann nimmt L (z) in K wenigstens 
alle Werte an, die L {g(z)} = g{L(z)} in C annimmt. Weil {/,(z)} in C nicht 
normal ist, nehmen in C in ihrer Gesamtheit die Funktionen 1~ (z) alle Werte 
mit h6chstens einer Ausnahme an. Man weiB dann dasselbe yon den Funk- 
tionen 1,, (z) in K. K war beliebig klein. Also ist {1~ (z)} nicht normal in g (zo)- 

(b) Wir w/ihlen zoC 3 {/(g)} und z 1 so, dab/(z l )  = z  o. Nach  (a) liegt g(zo) 
in 3{l(g)}, weil g(z) und /{g(z)} vertauschbar sind. Aber g(zo)=l{g(zl)  }, 
und nach der vollst/indigen Invarianz yon 3 {1 (g)} ist somit z 1C 3 {1 (g)}. Jetzt  
nehmen wir irgendein cC. 3(1). Dann gibt es nach F. IV eine Folgez.--->c 
und Iterierte /~,, v = l ,  2 . . . . .  mit l~,(z,)=Zo, zoC3{/(g)}.  [Bei der Wahl 
yon ZoC 3 {l(g)} hat man darauf zu achten, dab z 0 nicht cler eventuell vor- 
handene ,,Ausnahmepunkt" ist, was nach F. I m6glich ist.J Dann ist nach 
dem oben Bewiesenen jedes z, C 3 {/(g)}. 3 {/(g)} ist nach  F. I l~erfekt und 
damit abgeschlossen ; also ist c ---- lira z~ C 3 {1 (g)}. 

v ---> oo 

Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen ist nicht bloB 3 (1)-( ~ {l(g)}, 
sondern auch 

7~ (1) ~ 3 (g) g 3 {1 (g) }. 

Die Bedingung (b) steilt eine ziemlich starke, wenn auch uniibersichtliche 
Einschr/inkung der ganzen Funktionen dar, die mit einer gegebenen ganzen 
Funktion vertauschbar sind. AlS Anwendung yon (b) beweisen wit die Be- 
hauptung 

(iii) ] (z) und g (z) seien miteinander vertauschbar und m6gen einen gemein- 
samen Fixpunkt  c haben; es sei /erner c~ 3(t)  Ealso ist l/'(c)l ~ t~; dann ist 
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Beweis. Es sei [g'(c)l = l ~ l < a ;  dann w~ihlen wir n so, dab 

[g'.(c)I = ! 11" < ' -  
II '(~)l " 

Es ist 
d ! g. (zl 

t { g , , ( c ) }  = c ,  . . . . . .  t . l l - [ / ' ( c )  I < t 
d z  z = c  

woraus folgt, dab c ~ ~ {/(g,)}. Dies ist aber  ein Widerspruch,  da auf  Grund 
der Ver tauschbarke i t  yon /(z) und g,(z) naeh (b) c C ~  {/(g,)}. 

(iv) /(z) und g (z) seien miteinander vertauschbar," wenn ] (z) den Fatouschen 
Ausnahmewert ~ hat, so ist ~ auch /#r g(z) Fatouscher Ausnahmewert. 

Beweis. Es gibt  zwei F/ille. 

(a) / ( z ) =  ~ ha t  nur  die Wurzel  z = ~ und ] (z) die Form 

] (z) = ~ + (z - -  ~)' exp Q (z), 

r > 0 ganz, Q (z) ganze Funkt ion .  

Wenn g ( z ) =  ~ entweder  keine Wurzel  oder n u t  die Wurzel  z = ~ hat ,  so 
ist ~ Fa touscher  Ausnahmewer t  yon g (z). Wir  nehmen an, dab es eine Wurzel  
z = ~ / 4 : ~  yon g(z )=  ~ gibt,  und  werden einen Widerspruch herleiten. Weil 
' q ~  ist, gibt  es unendlich viele O mi t  I ( O ) ~  7. Aus l { g ( O ) } : g { ] ( O ) } =  
g (2/) = ~ folgt aber  g (O) = ~. Durch Wiederholung dieses Beweises zeigt man ,  
dab g (z) in jedem der Wer te  ([,)-1 (t/), d. h. der Wer te  ~ mit  ],, (~) - -  ~/(n = t, 2 . . . .  ) 
den Wer t  ~ hat .  

Aus der I tera t i0nstheor ie  (F. IV) weiB man,  dab diese Menge i m  End-  
lichen H~tufungspunkte hat ,  und zwar die Punk te  der perfekten Menge 5(/)-  
Die ~-Punkte  der t ranszendenten  Funkt ion  g(z) k6nnen aber  keinen endlichen 
H~iufungspunkt h a b e n .  

(b) /(z) = ~ ha t  keine Wurzel. Dann  ist es klar, dab g (z) =: ~ h6chstens die 
Wurzel  z = ~ besitzt .  

Es ist Bemerkenswert ,  dab Ver tauschbarke i t  yon g (z) mi t  einer gegebenen 
Funkt ion  ](z) ganz Mlgemein eine Einschrfinkung des Wachs tums  yon g(z) 
dureh die I ter ier ten  /,, (z) bedeutet .  

Satz 7. /iz) und g (z) seien vertauschbar; dann gibt es eine ganze positive 
Zahl n und :ein R o >  0, so daft /igr alle r > R  o 

M (/, , r) > M (g, r) . 

Beweis. z o sei ein Punk t  in ~( / ) ;  wenn ](z) einen Fatouschen Ausnahme-  
wert  ~ besi tzt ,  w/ihlen wir ein solches z o, dab [z0--_~]>2 ist. Es sei K ein 
Kreis yore Radius  I u m  den Punk t  %. Fa l l s / ( z )  nun den Ausnahmewer t  
besitzt ,  ist ~ nach (iv) auch Ausnahmewer t  von g(z); well ~ ,~ K, ist also 

.~ ~ g (K). Es gibt  somit  s te t s  eine ganze posi t ive Zahl m, so d~B /,, (K) das 
beschr~tnkte, das eventuell  vo rkommende  ~ nicht enthal tende Gebiet  g(K) 
t iberdeekt (F. I I I ) .  Wir  k6nnen m sogar.so w/ihlen, dab ],,,(K) g(K) ffir alle 
m '  > m i s t .  
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z o ist ein H~iufungspunkt yon F ixpunk ten  der I ter ier ten  /v(z); also gibt  
es ein ~7 mi t  

Es sei K '  der gr6Bte Kreis um ~7 als Mittelpunkt, der in K enthalten ist. K '  
enth~ilt z o im Innern  und  habe  den Radius  r ' .  Wir  k6nnen o .B .d .A,  an- 
nehmen,  p sei so groB gew~ihlt, dab  

(19) /p ( K ) )  K 

und  

(20) g (K) > g (K). 

Durch die lineare Trans format ion  w = z - 7  bilde m a n  je tz t  den Kreis  K' 

(vom Radius  r') auf den Einheitskreis  [ w[ _~ I ab und wende den oben zit ierten 
Bohrschen Satz B auf die Funk t ion  

q~(w) ---- /.p(n + r' ~) - n 
Max !/.p(~) - ,~l 
z 6 K "  

an, wobei K "  der um U als Mit te lpunkt  beschriebene Kreis vom Radius  ~ r '  
ist, der dem Kreis [ w I ~ ' ~  bei der Transformat ion  entspricht .  In  Sat~ B ist 
0 - - ~  zu w/ihlen. Man findet /,p(K') und a f o r t i o r i  /,,p(K) enth~ilt einen 
Kreisrand u m  den Mit te lpunkt  7, dessen Radius  mindestens  

(2t) c (~) Mc~x 1/n p (z) - -  ,1! 

betr~tgt. Weil  /~{' den P u n k t  z 0 in seinem Innern  enth~ilt, s t reb t  der Aus- 
d ruek  (21) gegen oo ftir n - +  oo (F . I I I ) .  Ftir  groBes n enth/ilt  also / . p (K)  
einen gr6Bten Kreisrand C.  u m  ~, dessen kleinster Abs tand  vom Nul lpunkt  
gr6Ber als 

(22)  ~ , , - - l c  (~)Max I/,,p(z)t 
zE " 

ist. Ftir eine geeignete ganze posit ive Zahl a ist nun, wegen z o ~ K", 

und lap ( K " ) )  K ,  

l(~+a+l)p(K") >/p {/.p (K)} > g(C.). 
Also ist 

4 �9 4 ~)n 2 
(23) Max I/(.+o+l)p (z)l _>_Max Itp( )l > - ~ M m  Izl > = Max j/,,pCz)'] 

~e~'" - -  ~-ec., = c (a) ~ec. - ~=(~) c(i-) . e~"  

ffir alle genfigend groBen Q~ (also n) - -  im folgenden wird diese letzte Be- 
dingung nicht  mehr  ausdrticklich erw~ihnt. Ftir den kleinsten Abs tand  A,, 
des Kreisrandes yon C,, yore Nul lpunkt  gilt nach-.(22), (23): 

(24) A,, > ~o,, > Max[ / (  . . . . . .  1)p(z)] = R,,. 
zC- K'" 

Wegen (t9) ist R,,~ I>R,,. Man nehme ein e mi t  R , , < ~ < R , , _ ! I .  Dann  gilt 

.(25) M(g ,o~)<M(g ,R ,~ )~  Max Ig(z)l~ Max lg(z)l. 
zECn+~ zCclcn+~)p(K) 
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Es ist nach (20) 

(26) g {1(.+1)p (K)} = t<.§ {g (K)} </C.+2~ ~ (K) 

Wir bemerken weiter, dab K .  --  die abgeschlossene Kreisscheibe [z I ~ R.  -- 
das Gebiet /I.-*a-a)p(K) enth/fit, well/at,(K") > K  und (24) gilt. 

Hieraus folgt, dab 

1C2~+81 p (R,~) > 11~+3+,,-2~-1)p (K) : tl,,+2)p (K),  
und wegen (25), (26) 

M(g, e) < Max [g(z)] ~ Max z~Maxl /cz~,+3)t , (z ) l  
E l(n+,) p (K) z E/(.+ ~) p (K) z E g. 

= M(l(2~+3)p, R,,) < M(l(2a+3)t,, q). 

Der Herleitung nach gilt die Ungleichung 

M(g, O) < M(/( ,  ~+a)p, 0) 

fiir alle genfigend groBen Q. 

w 6. Der Fall e* 
Welche g~anzen Ftmktionen sind mit einer gegebenen/(z) vertauschbar ? 

Es ist klar, 4aB alle die Iterierten /,~(z), n : O, t ,  2 . . . . .  diese Eigenschaft 
haben. Im ]3eweis yon Satz 6 haben wir Funktionen /(z) gefunden, die mit 
anderen Funktionen vertauschbar sind, die keine Iterierten yon /(z) slnd. 
Insbesondere war Vertauschbarkeit mit gewissen liuearen Polynomen m6giich. 
Es kann jedoch vorkommen, dab jede nicht konstante, mit /(z) vertauschbare 
ganze Funktion eine I ter ier te / ,  (z) ist. Ein Beispiel daffir ist die Exponential- 
funktion. Allgemeiner gilt der 

Satz 8. g (z) sei eine mit  /(z) = ae b ~ + c vertauschbare ganze Funkt ion;  
dabei sollen a ~ 0 und b ~:0  vorausgesetzt werden. Dann  ist g (z) (i) eine Kon-  
stante [Fixpunkt  yon / ( z ) ] ,  oder (ii) g(z) = z ,  oder (iii) g(z) : /~(z) / r  ein ganzes 
n~_~. 

Beweis. Ist g(z) ein nichtkonstantes Polynom, so hat dieses nach Satz 6 
die Form 

I l=a. 
Die Vertauschbarkeitsbedingung lautet 

o~ae b~ -~ ~c + fl : aexp(bo~z + bfl) + c : ~ d,~z'*. 
n = 0  

Aus 2d2 - - b : b ~  
d, 

folgt ~ : t, und aus 
d~ : b~za bo:ae b~ 

folgt zuerst e ~ : l ,  und well 

do-----~a + ~ c + f l  = ae bt~ + c 
ist schlieBlich fl---- O. 
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Es sei also g (z) t ranszendent.  ] (z) ha t  den Fatouschen Ausnahmewer t  c, 
der folglich auch fiir g(z) Fatouscher  Ausnahmewert  ist [w 5 (IV)7: 

(27) g (z) = c  + (z - -  c) '~ exp P(z), m ~ 0 ganz, 

wobei P(z) eine ganze Funkt ion  ist. 

(a) Wir  ft~hren die Annahme,  es sei m >  0 und damit  g(c)-= c auf einen 
Widerspruch zuriick. Aus der Vertauschbarkei t  folgt: 

+ c  

und somit 

( ~ )  2~Ni N ganz. (28) g z + = g (z) + - - V - '  

Weil g ( z )=  c allein far z-----c gilt, ist g(z) nicht periodiscli, also N ~ 0 .  Is t  
2z~ N i 

andererseits N=4=O, so n immt  g(z) den Wert  c . . . . .  unendlich oft in' ge- 
b 

eigneten ~1,'~2, an. In  ~1-~- 27ri e . 2~i = ""  b ,~2-1- ~ , . . . n i m m t a b e r n a c h ( 2 8 )  g(z) 

den Wer t  c an. Das widerspricht  abet  der G1. (27). 

(b) In  (27) bleibt nur  noch der Fall m = 0 zu untersuchen. Weil a =F 0 
und b 4=0 gilt,, k6nnen wir (27) in der Form schreiben: 

(29) g(z) -- c + a exp bgoi (z) : ]{g(1)(z)}, 

wobei g(x)(z) eine ganze Funkt ion ist. Wegen der Vertauschbarkei t  yon g(z) 
und /(z) ist 

c + aexp{bc + baexp(bgltl(z)) } - -c  + aexp{bg(~l(c + aeb*)}, 

woraus folgt 

' 2 : r M i  M ganz. c + a exp {b g(1)(z)} = g(1)(c + a d' ~) + b ' 

Weil die Funkt ion  g(z) sich nicht ~indert, wenn g{1)(z) durch g(1)(z) ~- 2~Mi  
' b 

ersetzt wird, dfirfen wir M = 0  setzen; d.h.  g(1)(z) ist ver tauschbar  mit  /(z): 

c + aexp{bga)(z) } = g(~)(c + ad'~). 

Wir wenden die ftir g (z) oben gewonnenen Ergebnisse auf g(t)(z) an. En tweder  
ist g{1)(z)=z und hiermit g ( z ) = ] ( z )  oder g(i)(z) ist t ranszendent .  In  diesem 
Fall ha t  ga)(z) die Gesta!t 

(29') g(1)(Z) =:/{g(2)(Z)}, g(_~)(X) eine ganze Fun,ktion, 

wobei /{g(2,(z)}=ge,_){](z)}. Auf diese Weise qorffahrend beweist man,  dab 
entweder 

(~o) g (~) =/,~, (~), ~,~ > o g a n z ,  
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oder dab es zu iedem ganzen n > 0  eine transzendente g(,)(z) gibt, so dab 

(31) g(z) --/~{g(~)(z)}, g(,,) {/ (z) } =/{g(~)(z)}.  

Wir ftihren die Funktionen Q(,o (z) = g(~)(z) - g(~)(0) und F(,,)(z) -- [~ (g(~)(0) + Z) 
ein. Dann ist 

g (z) = F(~)(Q(~)(z)), 
und 

Q(~) (o) = o~ 

Nach P6LYAs Satz yon w 2 ist ftir jedes n = t,  2 . . . . .  

M(g,r) > M {F(~),cM (Q(,), 2 ) } >  M {F(~), c (~) '}  > M(/,,,r) 

fiir alle geniigend groBen r. 

Weil der Fall (31) also gegen Satz 7 verst6Bt, kann nur der Fall (30) ein- 
treten. Damit  ist d e r  Satz bewiesen. 

Obwohl es ganze Funktionen /(z) gibt, die allein mit den eigenen Iterierten 
und konstanten Funktionen c mit / (c) = c vertauschbar sind, ist dies" sicherlich 
nicht immer der Fall. Wir kennen schon Beispiele yon transzendenten Funk- 
tionen /(z), die mit linearen Polynomen vertauschbar sind, 'und durch Zu- 
sammensetzung von diesen Polynomen und den Iterierten yon /(z) erh/ilt 
man weitere mi t / (z )  vertauschbare Funktionen, die keine Iterierten v o n /  (z) 
sind. So ist z.B. z + s i n z  m i t . z + 2 k z ~  ve r t auschba r ' ( k=0 ,  •  4-2 . . . .  ) 
und folglich auch mit .(z + 2k ~) + sin (z + 2~k ~) = 2k ,'r + z + sin z. 

w 7. Ein Problem yon SZEKERES 

In diesem Paragraphen bringen wir die L6sung eines von G. SZ~KEI~ES 
gestellten Problems: Ldflt sich jedem o ~  0 eine nichtlineare ganze Funktion 
/(o~, z) so zuordnen, daft die [(c~, z) eine im Parameter stetige Familie bilden 
und es gilt 

/ (~ , / ( tL z)} = / ( .~  + t L  ~) ? 

Diese Frage wird dutch den Satz 9 beantwortet~ 

$atz 9. Es gibt kei~e Familie yon Funktionen [(o~, z), ~ 0, mit den 
Eigenscha]ten : 

(32) 

(32') 

(33) 
(34) 
und 

(35) 

t(~, t ( s  = t(~- + t~, z), 

l(o,z) - z ,  

l (o~, z) ist ]iir jedes ct > 0 eine ganze Funktion vo~ z, 

flit mindestens ein % > 0 ist t (~a, z) keine lineare Funktion, 

lim [ (c~, z) = z. 
et--> 0 
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Beweis. Nehmen wir an, es g/ibe eine solche Funktionenfamilie. Zuerst 

s e i in  (34) /(%,z) ein Polynom n-ten Grades, n > t .  Dann ist /(2~ 
aUgemein ] ( ~ ,  z)ein Polynom; clenn ist g(z)eine ganze transzendente Funk- 

tion, so folgt die Transzendenz yon g {g(z)} ilus dem Picardschen Satz. Man 
braucht nur die Ldsungen der Gleichung g {g(z)} = const zu betrachten. Das 

Polynom ](~-, z)hat einen geringeren Grad, [(-~-, z)einen noch geringeren 

und schliel31ieh / ( ~ ,  z) einen Grad ~ 1. Das ist aber ein Widerspruch zur 

Annahme, dab /(O~o, z) einen Grad n > l  hat. 

Jetzt seien alle !(~, z) transzendent. Jedes/(o~, z) hat Fixpunkte; Nitte 

/(oq z) n~imlich keinen Fixpunkt, so Nitre auch [ (~- ,  z) keinen Fixpunkt, 
und die Funktion 

wlire eine ganze Funktion, die weder den Wert 0 noch den Wert I annimmt. 
Zu festem e0~ 0 betrachten wir die Fixpunkte yon /(mo~ o, z) mit ganzzahligem 
m >  0, die innerhalb des Kreises Izt < R  liegen. Sie seien mit ~1 . . . . .  ~, bezeich- 
net. Far  beliebiges ~ > 0  ist nach (32) /(~,z) mit /(m%,z) vertauschbar" 
nach w 5 (t) ist /(~, ~i), i = 1  ... n, ein Fixpunkt yon /(m~o, z). Nach (35) 
strebt /(~, ~ i ) -~ i  ftir ~--~ 0; ftir e < di ist also ] (~, ~i) = ~i und ftir geeignetes 

(R) > 0 ist / (~, .~i) = ~i, i = !, 2 . . . . .  n, ftir e < ~ (R). Wir nehmen insbeson- 
- -  0 ~ 0  dere e - -~-~-und dabei N so groB, dag ~0 < ~ (R). Dann ist 

/(~N,~,) *,, i = , , . . . , n  
und daher 

1(~-0, ~ )  = ~ i ,  �9 i = t , . . . ,  n .  

Indem wir R beliebig groB wlihlen, sehen wir, dab jeder Fixpunkt yon 
/(mo~o,z ) zugleich Fixpunkt yon /(c%, z) ist. Das Umgekehrte ist ja klar. 
Dabei ist die ganze Zahl m > O  beliebig w~ihlbar; also haben alle /(m%, z), 
m = 1, 2, 3 . . . .  die gleichen Fixpunkte, die eine isoliert e Punktmenge bilden. 
Damit haben wir einen Widerspruch zu w 5, F. I und F. II hergeleitet und 
Satz 9 bewiesen, 

Wenn man die Forderung (34) fiiilen l~iBt, ist Satz 9 nieht giiltig. Die 
stetigen linearen Familien 

/(~,z) ~ e~bz + c(e ~b- t), b, c konst., 
und 

/ (e, z) ~ z + x b, b konst. 

die sogar einparametrige Transformationsgruppen bilden, sind wohlbekannt. 
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w 8. Die Zerlegung einer gegebenen Funktion yon endlieher Ordnung 
in miteinander vertauschbare Funktionen 

Jetzt verlassen'wir die allgemeineren Fragen yon w 5 und w 6 und unter- 
suchen, insbesondere fiir sp~tere AnwencIung in der Iterationstheorie, das 
folgende Problem: Warm lgflt eine gegebene ganze Funktion F(z) yon endlicher 
Ordnung eine Zerlegung 

(36) F(z) =/{g(z)},  /(z), g(z) ganze transzendente Funktionen, 

und spezieller eine vertauschbare Zerlegung 

(37). F(z) =/{g(z)}  = g {/ (z) }, /(z), g (z) game transzendcnte .Funktionen, 

zu ? 

P6LYA fand dutch Anwendung seines in w 2 zitierten Satzes beziiglich (36) 
das Ergebnis: Entweder ist (a) g(z) ein Polynom mad ](z) eine Funktion yon 
endlicher Ordnung, oder (b) /(z) hat die Ordnung 0.und g (z) endliche Ordnung. 
Im Fall (37) haben also/(z) mad g(z). beide die Ordnung 0. 

Unter Bert~cksichtigung von w 4 Satz 3 und Zusatz k6nnen wir sofort den 
Satz aussprechen: 

Satz 10. F(z) lasse die Zerlegung (37) zu und habe endliche Ordnung: dann 
ex~stiert zu gegebenem e > 0 eine Folge von geschlossenen Jordan-Kurven 1]i, die 
den Nullpunkt im Innern enthalten und auflerdem /olgende, Eigenscha[ten haben : 
ai und ffi seien die kleinste bzw. gr6fite Ent]ernung zwischen dem Nullpunkt und 
~;  dann gilt 

(i) a,-+ ~ ,  

(ii) a i < a }  +*, 

(iii) "[F!z)] = I/(g(z)}l > 1 - *  ftir zE ~. 

Diese sehr starke Bedingung k6nnte man folgendermaBen formulieren: 
Das obere Wachstum yon F(z) entlang irgendeiner nach oo laufenden Kurve 
ist yon der gleichen Gr6Benordnung wie M(F, r). Aus Satz 10 folgt, dab 
viele bekannten Klassen ganzer Funktionen yon endlieher Ordnung keine 
transzendente Zerlegung (37) zulassen. Offenbar verletzten Funktionen mit 
eiiaem Zielwert oder Besehr/inktheitsweg die notwendige Wachstumsbedin- 
g ung; darunter befinden sich die Funktionen mit einem Picardsehen oder 
Borels'ehen Ausnahmewert. Eine weitere Klasse bilden die Funktionen F yon 
der genauen endlichen Ordnung 0, fiir die in einem Winkelraum W oder nur 
auf einer nach oo laufenden Kurve / '  

F(z) =O{exp(lzlQ-~)},, 0 > 0 ,  z E W  oder r 

gilt; dazu geh6ren, wie BI~-BERBACI~ [24], [25~ gezeigt hat, die Funktionen 
yon endlicher Ordnung 9, die in einem Winkelraum mit einer gr6Beren 
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0ffnung als ~ /0  mindestens zwei Werte h6chstens endlich oft annehmen 
oder in irgendeinem Winkelraum schlicht sin& 

Als Beispiele fiir Funktionen; die keine Zerlegung (37) zulassen, hat man 

e ~, sinz, cosz, 
F(--z) ' 

F(z) -= P (z, e~, e ~' . . . . .  e"'),  

wobei P ( x  1, x 2 . . . . .  x,,+l ) ein solches Polynom in x 1 . . . .  , x~+1 ist ,  das in 
Xm+ 1 einen nicht verschwindenden Grad hat. Die negative reelle Achse ist 
ein Beschrttnktheitsweg ffir die ersten vier Beispiele, und auf arg z = ~]m hat 
F(z) h6ctistens die Ordnung (m--1) ,  wtthrend die Ordnung von F(z) auf der 
reellen positiven Achse genau m i s t .  Besonders interessant sind die Funk- 
tionen mit  h6chstens endlich vielen Fixpunkten, also Funktionen der Form 

F(z) = z  + Q(z )exp{R(z ) } ,  Q(z), R(z)  Polynome, 

die offenbar einen Beschr~nktheitsweg haben. Diese Funktionen lassen 
keine Zerlegung (37) zu. ROSENBLOOM [26], [271 hat  gezeigt, dab die er-" 
weiterte Klasse, die man durch FaUenlaSsen der Beschr~nkung auf endliche 
Ordnung erh~lt, auch aus lauter unzerlegbaren Funktionen besteht. Zum 
Beweis braucht man allerdings den zweiten Hauptsatz  der meromorphen 
Funktionen. ROSENBLOOMs Resultat ist das einzige uns bekannte,  frtlher 
ver6ffentlichte Ergebnis auf diesem Gebiet, auBer ein paar Bemerkungen 
fiber das speziellere Problem der Iterierten. 

w 9. I tera t ionen 

Die Iterierten einer ganzen Funktion sind miteinander vertauschbar;  wenn 
/,~ (z), m > 0 ganz, transzendent ist, kann /(z) kein Polynom sein. Durch Um- 
schreiben des Satzes I 0 erhttlt man den 

Satz 11. F(z) sei eine ganze transzendente Funkt ion yon endlicher Ordnung, 
die eine m-te Iterierte, m > t ganz, ist. Dann hat F(z) die in Satz 10 lormulierten 
E i g enschaflen. 

(38) ]~(z) = F(z), F(z) eine gegebene ganze Funktion. 

Wit bemerken, dab die G1. (38), falls sie iiberhaupt yon ganzem ](z) zu 
16sen ist, keineswegs eindeutig 16sbar zu sein braucht;  z.B. hat  

/{ /(z)}  = z + sinz + sin(z + sinz) 

auBer der LSsung ] ( z ) = z  + sin z die weiteren LSsungen 

/Ik/(z) = 2 k ~ --  z - -  sin z, k = O, ! t ,  -4- 2, . . . ,  

wie leicht nachzurechnen ist. Beispiele yon ,,Nicht-Iterierten" sind die schon 
in w 8 erwiihnten Funktionenklassen. Die Existenz von Iterierten yon end- 
licher Ordnung ist von BAKER [81 diskutiert worden. 
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w 10. Die zweiten Iterierten; die ganzen L6sungen ~(z) 
der Funkt ionalgleichung ~{~(z)} = F(z)  fiir ganzes F(z)  

In diesem Paragraphen werden einige Resultate tiber die Beschaffenheit 
von zweiten Iterierten gebracht, wobei die Beschr/~nkung auf endliche Ord- 
flung durch allgemeinere Wachstumsbedingungen ersetzt wird. 

Iterieren wir die reelle Funktion exp(ra), A >  0, so erhalten wir exp 
{exp(ArA)}. Falls ](z) yon endlicher Ordnung A ist, so ist also 

(39) ~ l og  log  l o g M  [[ {/ (z) }, rJ . ~  A .  
r--~oo" l o g r  

Wir nehmen jetzt an, dab  ein solches ](z) vorliegt, so dal3 (39) gilt. Was 
k6nfiei~ wit- dann fiber das Wachstum v0n ] (z) sagen ? 

Satz 12. /(z) sei eine ganze Funktion mit 

(39) li-~ logloglogM[/{t(z)},r] ~ 'A,  O ~ A  < o~; 
�9 , - - ~  o o  l o g r  - -  - -  

dann hat ](z) entweder (i) die Ordnung ~ A  oder (ii) die Ordnung yon ](z) ist 
grSfler als A und die untere Ordnung 0_. = O, wobei 

= lira log log M(t, r) 
- r--~ o~ l o g r  

Beweis. Nehmen wir an, die Ordnung yon ] (z)sei gr613er als A. Um eine 
Abgc'hStzung nach unten ffir M{](]), r} zu erhalten, erinnern wir an den 
Satz (w 2) yon P6LYA. Weil die innere Funktion (tma diesen Satz anwenden 
zu k6nnen) iln Nul!punkt verschwinden muB, setzen wir 

] (z) = F(z) + a, wobei a = [ (0). 
Dann ist 

t{l(z)} = ~ { F ( z ) L  
wobei 

f~(zl = l(z + a). 
PdLYAs Satz ergibt 

ffir alle grol3en r. Es ist nun 

M(F~, ~) = Max I/(z + a)[ ~ Max I!(z) l -- M (1, Q -- I a 1) 
lzl ~ q N ~ o -  lal 

ffir alle o > [ a l. Also ist 

[ M{I(I).r}>M{],cM(F,~)--Ia]} 

ffir ein geeignetes 0 < d < l  und alle genfigend groBen r. 
Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 t | 



154 IRVn~E NOEL BAKER: 

Weil die Ordnung yon [(z) gr6Ber als A ist, gibt es eine Folge {ri} mit 
ri---> oo, fiir die 

d M ( ] , - ~ ) >  d exp {(~) A+r > exp (r A+~) 

fiir geniigend kleine, aber sonst beliebig vorgegebene e ' > s > 0 .  Nach (39), 
(40) ist dann 

(41) M(1, exp r A +*) < M {t ([), ri} < exp { exp r A +e} 

fiir alle geniigend grol3en r~, wobei man 0 < ~ < s annehmen darf. Wir setzen 
exp(r~ +') = 0~. Die Ungleichung (41) wird dann zu 

f A+A / 
M(], ei) < exp exp ~(log ~}) A +, ; .  

A +6  
Es strebt log ~ -+  oo fiir i -+ oo, und es ist ~ < t. Daher ist zu beliebig 
grol3em vorgegebenen L > 0 

A + ~  
(log e~) A+* I < 7 -  log ~ fiir groBes i, 

und somit 
M(], e~) < exp exp log (0~/L) = exp (e~lL). 

Also ist die untere Ordnung ~ nicht gr6Ber als t/L, d.h. ~ = 0 .  

Zusatz. Setzt man in (39) Gleichheit voraus, so wird der Fall (i) zu (i'): 
die Ordnung yon ](z) ist gMch A, oder es gilt (ii). 

Auf Grund des Satzes 12 kann :~aan verschiedene S~ttze fiber die zweite 
Iterierte herleiten. 

Satz 13. Es sei ](z) eine ganze Funktion, flit die die Ungleichung (39) 
erfiillt ist. Dann kann die zweite Iterierte g (z)----= ] {1(z)} hSchstens 2 [2A] nume- 
isch verschiedene endliche Zielwerte haben. 

Hierbei bedeutet [2A] die gr6Bte ganze Zahl m ~  2A. 
Beweis. g (z) habe die n numerisch verschiedenen Zielwerte c~, i = t,  2 . . . . .  n; 

d.h. es gebe stetige, nach unendlich laufende Kurven I'~: z = zi(t), 0-~ t <  1, 
i = l , . . . ,  n, so dab 

lira izi (t)[ = oo 
t-->l 

}imlg {z; (t)} = c. 

Bei der Abbildung z--+/(z) entsteht das Bild ](F~)-yon F~; dieses Bild ist 
auch eine stetige Kurve, und zwar mit  demselben Parameter t wie in F~: 

t(E): 1{~(0}, o < t < t .  

Es ergibt sich die Frage: Wie verh~lt sich /{z~(t)} fiir t---~t ? 
Entweder hat /(~) (i) keinen Haufungspunkt im Endlichen, l~uft also 

nach Unendlich oder (ii) /(~) hat wenigstens einen endlichen Haufungs- 
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punkt  c~ i. Aus ] {/(z)} = g (z) folgt, dab / (~) = c i und dab / (~) nur isolierte 
H~ufungspunkte ha t .  Zu gegebenem e >  0 k6nnen wir um ~i einen Kreis 
K(~) : ]z -- ~i] < ~ finden, auf dessen Peripherie I / (z) -- / (ct,) l = I ] (z) -- c i[ > e 
ist. Innerhalb von K(~) liegen Punkte / {zi(0} yon / (/~), flit die t beliebig nahe 
bei t liegt und ]g{z~(t)}--c~[<~ ist. Weil fiir alle ,gentigend groBen t 
] / {/(z; (t))} --  q] < ,  i s t ,  kann die Kurve / (~) yon einem gewissen t a b  den 
Kreis K(6) nicht mehr verlassen. Es gibt also ein t (6), so dab I] (z~ (t)} - - ~ i ] <  ~5 
ftir t ( 6 ) < t < l .  Wenn man ~ beliebig klein w~hlt, darf man 6 auch beliebig 
klein w~hlen. Also ist im Fall (ii)lira1/{z,(t)} = ~,, d.h. ](z) hat auf F i den 
Zielwert ~i. 

Wenn Fall (i) eintritt, hat /(z) auf /(Fi) den Zielwert c~. Tri t t  ftir ~ uncl 
~ ,  i ~ ] ,  der Fall (i) ein, so wissen wir schon, dab c i~c i ;  t r i t t  ftir beide der 
Fall (ii) ein, so entsprechen den Wegen F i bzw. Fj die Zielwerte ~i bzw. ~i 
yon / (z), die wegen ] (~) = c i ~ cj = / (~i) numerisch verschieden sind. J e d e m  
Zielwert ci, i = 1 . . . . .  n, von g(z)1/~Bt sich also ein Zielwert yon /(z) zu- 
ordnen. Ist n ~ 2 [ 2 A ~ + t ,  so t r i t t  e ine r  der F~lle (i), (ii) mindestens 
([2A] + t ) - m a l  ein. Dann hat  ](z) mindestens E2A] + t ,  also mehr als 2A 
numerisch verschiedene Zie lwer te .  Nach dem Satz yon DENJOY-CARLEMAN 
ist dann die Ordnung von ](z) gr6Ber als A und nach Satz t2 hat /(z) die 
untere Ordnung 0. CARLEMAN (vgl. I28, S. t45j) hat bewiesen, dab eine 
ganze Funktion yon unterer Ordnung 0 keinen Beschr~nktheitsweg (also a 
fortiori keinen Zielwert) hat. Aus diesem Widerspruch folgern wir die Be- 
hauptung des Satzes. 

Bemerkung. Zwei Zielwerte ~1 bzw. ~ v o n /  (z) mit den zugehSrigen Wegen 
F 1 bzw. ~ sind sicher ,,verschieden", wenn ~x =~ ~ ;  in der Theorie der ganzen 
Funktionen (z. B. ftir die Anwendung des Denjoy-Carlemanschen Satzes) sind 
sie auch dann als verschieden zu betrachten, wenn ~ = ~  ist nnd zwischen 
F 1 und F~ ein nach oo laufender Weg liegt, auf dem/(z)  nach oo strebt. Wir 
haben die numerische Versohiedenheit der Zielwerte von g (z) vorausgesetzt, 
um die numerische Verschiedenheit (und damit die Verschiedenheit ,,im 
erweiterten Sinne") gentigend vieler Zielwerte von / ( z ) z u  erzwingen. Auf 
diese Weise umgeht man eine Untersuchung fiber die Lage der Kurven F~ 
und ] (F~) und tiber Jhre gegenseitigen Beziehnngen. 

Satz ~ 3 ist schon dann nicht mehr gtiltig, wenn die Zielwerte verschieden 
im erweiterten Sinne, aber numerisch gleich sind. Die Funktion g(z )=  
exp (expz) erftillt (39) mit A--~ 1 ; auf den Halbstrahlen y = (2n + ~) 3r, x = t, 
o ~  t < o o  hat g(z) die Zielwerte 0; zwischen diesen Halbstrahlen liegen die 
Halbstrahlen y = 2 n ~ ,  x = t ,  0~_ t<o~;  auf denen g(z) nach oo strebt. Also 
hat g (z) sogar unendliche viele Zietwerte im erweiterten Sinne. 

Einen /~hnlichen Satz k6nnen wir beweisen, wenn wit nicht die Zielwerte, 
sondern die Winkelr~ume berticksichtigen, in denen eine ganze Funktion 
mindestens zwei Werte h6chstens endlich oft annimmt. Die maximale Gr6Be 
solcher Winkelr~ume steht im Zusammenhang mit der Ordnung der Funktion. 
BIEBERBACH [25] hat  bewiesen: 

it* 
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B. 1. Wenn die ganze Funktion ] (z) in einem Winkelraum W der Offnung 
~ zwei verschiedene Werte h&hstens endlich o/t annimmt, so gilt in jedem 
Teilwinkdraum yon W 

/ (z) = O (exp {K lz I~/~}) 
/i~r geeignetes K > O. 

B. 2. Jede ganze Funktion der Ordnung ~ nimmt [iir �89 ~_ ~ ~ 1 in jedem 
Winkelraum, desSen @/hung ~/~ iibersteigt, /iir e ~--1 in ~edem Winkelraum, 

dessert Ollnung ~ ( 2 -  ~-).i~bersteigt, alle Werte m# hSchstens einer ausnahme 
unendlich olt an. 

Unter Verwendung dieser Ergebnisse folgt der 

Satz 14. Es sei /(z) eine ganze Funktion liar dia 

(42) li-~ l~176176 r} -= A ~ 
r-+oo logr -- 2 

erJiillt ist; dann nimmt d*e zweite Iterierte /{/(z)} in jedem Winkelraum, dessen 

O//nung Nr  !2 -- ~ A _~ 1 den Weft -~ und Nr  A ~_ t den Weft ~ -- i~ber- 

steigt, alle Werte mit hSchstens einer Ausnahme unendlich off an. 

Beweis. Dutch die Forderung (42) werden Polynome ausgeschlossen; /(z) 
ist transzendent. W sei ein Winkelraum, in dem ] {/(Z)} die beiden Werte 

und/5 (~=~/5) h6chstens endlich oft annimmt. Es seien ~i die (in der ganzen 
Ebene, ohne Beschr~inkung auf W, gelegenen) Wurzeln yon / ( z )=  ~r oder von 
l(z)-=/5. Es gibt abziihlbar unendlich viele ~ ,  i-----t, 2 . . . . .  Es seien zii die 
in W gelegenen Wurzeln yon l ( z )=  ~i. Dann hat l {/(zH)}--/(~i) entweder 
den Wert ,r oder t5; also gibt es tiberhaupt nur endliche viele zii. Man kann 
zwei -- un d sogar unendliche vide ~ linden, so dab / (z) = ~ keine Wurzeln 
in W hat. 

Nehmen wir an, dab die 0ffnung O yon W folgende Ungleichung erftillt: 

~ fiir ~ ~ A ~ I  0 > 7  ~ -- 
(43) 

O >  ~ ( 2 - - A )  far A ~ I .  

])ann folgt aus B. t ,  dab ](z) in iedem Teilwinkelraum V yon W eine Ord- 
nung 0 kleiner als A hat. Wir w~ihlen V so, dab die Offnung ~b von V eben- 
falls (431 erftillt. Es ist unm6glich, dab [(z) eine untere Ordnung ~ mit ~ =  0 
hat:  

(i) �89 N A _~ 1. In V ist die Ordnung yon ](z) nicht gr6Ber als 

Nehmen wir an, V sei der Winkelraum: 

= ~ a r g z ~ g  + ~ 0 <  [d <oo,  ~ - ~ -  ~ .  
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Auf dem Rand von V ist ffir die Funktion 

F(z) : [(z) exp (-- g A --d) 

die Ungleichung 

[F(re'(~• <exp{rA-~~ --d,  (~--  ~ ) ] }  

fiir alle geniigend grogen r. Dies ist aber beschr~inkt, weil 0 <  (A- -d ) (~ - -  ~-) 

<--~. Also ist F(z) auf dem Rand yon lZ beschr~inkt. 
2 
Ist _~=0, so gibt es ri-+ o% so dab 

] l(r/=)l <exp(,'r o ~ <  2~, 

fiir 0 < e < A - - d .  Auf 

IzI=,. --~+s 
- -  .2 

ist 

daher gleiehm~il3ig beschr~inkt in i. Anwendung des Maximumsprinzips zeigt, 
dab F(z) irh ganzen Winkelraum 

beschr/inkt ist" 
IF(z)[ < K'  

und damit 
I l(z)] < K'lex p (zA-a)l < K' exp (lzlA-~ 

im zu V kompleme.nt~iren Winkelraum. 

Die Ordnung yon /(z) ist also in der ganzen Ebene kleiner als A, was mit 
{42) nicht vertr~iglich ist. Folglich ist _0>0. 

(ii) A > i. Der Beweis l~iuft ganz analog zum Fall (i). WeiI ~ > 0  ist:, 
kommt in Satz t 2 und Zusatz nur der Fall (i} vor und [ (z) hat die Ordnung A. 
Nach B. 2 ist diese Behauptung mit tier Ungleichung (43) nicht vertr~iglich. 
Der Satz t4 ist bewiesen. 

Ein anderer Satz dieser Art folgt aus weiteren Untersuchungen yon 
BIEBERBACH [24J: 

B.3. Wenn die ganze Funktion /(z) einen Winkdraum d'er OHnung ~ 
schlicht abbilden soll, so muff in iedem inneren Teilraum 

I (~)  = 0 ( Iz] TM) 
sein. 

B. 4. Eine ganze transzendente Funktion der Ordnung ~ ist in keinem Winkel- 

raum, dessert Ot/nung ~ 2 - - ~  

haupt keinem Winkelraum). 
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Wir beweisen den 

Satz 15. /(z) sei eine ganze Funktion, so dab 

(44) li--~ _}.ogloglog M { [ ([), r} = A > 0 
r-~oo logr 

erJi~llt isC dann ist die zweite Iterierte /{/(z)} in keinem. WinkeIraum schlicht, 

dessen O//nung den Wert ~ ( 2 -  At ) uberste%t.' '~ 

Beweis. Wegen (44) kommen Polynome nicht in Frage. W seiein Winkel- 
raum, in dem/{/(z)} schlicht ist. /(z) ist in W schlicht. Denn sonst wtirde 
es a, flE W, ct.4=fl geben, far die /.(el=/(/3); dann wtirde die Gleichung 
t{1(~)}=1{10~)} folgen, entgegen der Schlichtheit yon /{/(z)}. Nehmen wir 

an, dab die Offnung O yon W den Wert a ( 2 - - ~ )  iibersteigt. Aus B. 3 folgt, 

dab ](z)in W durch eine IzI-Potenz beschr~inkt ist, und wie in Satz 14 erkennt 
man, dab die untere Ordnung yon ](z) gr6ger als 0 ist. Aus Satz t2 folgt, 
dab /(z) die Ordnung A ha t .  Das ist aber (nach t3.4) ein Widerspruch zur 

Annahme O > a ( 2 - - ~ - ) u n d  Satz t5 ist bewiesen. 

Bemerkung. Die S~itze 43, t4 und t5 lassen sich auch als S{ttze P.ber die 
L6sbarkeit der Funktionalgleichung ] {/(z)} =F(z) IF(z) ganz, vo:gegeben] 
aussprechen. 

w 11. Die lokalen L6sungen der Funktionalgleichung [Q'(z)}  = F(z) 
fiir ganzes F(z) 

Wir haben gesehen, daB, falls F(z) nicht gewisse notwendige Bedingungen 
erfiillt, die Gleichung 

(45) /{/(z)} = F(z), F(z) ganz, 

keine ganze L6sung ](z) hat. Dann kSnnen trotzdem verschiedene nicht 
ganze LSsungen vorkommeni z.B. wenn 

(46) F(z) = ~ + bl (z - -  ~) + b~(z - -  ~)~ + . . .  

mit b 1=~ 0 und b 1 keine Einheitswurzel ist, gibt es genau zwei formale Reihen 

"~ (z  - ~ ) " ,  i = t ,  o (4Z) / ( z ) - ~ +  a. _ ,  

die bei formalem Einsetzen die GI. (45) befriedigen. Es kann sogar gezeigt 
werden, dab diese Reihen einen p0sitiven Konvergenzradius haben (im all- 
gemeinen aber kleiner als oo), falls I bll 4=0, 1. Der Fall, wo F(z) einen Fix- 
punkt ~ hatl aber b 1 =F'(~) eine Einheitswur~zel ist, ist wesentlich schwieriger 
zu behandeln. Ein spezielles Beispiel wird am Ende dieses Paragraphen auf- 
treten. 
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In [8, Theorem 3] haberr wir den Satz aufgestellt: 

](z) sei eine analytische (lokale) L6sung yon (45), analytisch in emem 
Punkt ZoE ~(/) und im Fatouschen Ausnahmewert, wenn e*n solcher existierU 
F(z) babe einen Beschr~nktheitsweg. Dann ist ](z) keine eindeutige Funktion. 
Well der Begriff ,,eindeutige analytische L5sung yon (45)" in E8J nicht richtig 
definiert wurde, bringen wir hier den genaner formulierten Satz t6 iihntichen 
Inhalts. 

Definition. Eine eindeutige analytische L6sung yon / (z) yon (45) ist eine 
in ihrem'schlichten EXistenzgebiet D eindeutige Funktion, die auch eine lokale 
L6sung yon (45) im ]olgenden Sinne ist: Es gibt ein ZoC D und einen in D 
gelegenen Kreis K :  

tZ-Zol  < ~, ~ > o ,  

so daft /(z) ~ D  und (45) ]iir ]edes z C K  gelten. 

Satz 16. F(z) sei eine solche ganze Funktion, daft (45) ke~ne ganze LSsung 
hat," dann hat (45) keine eindeutige analytische LSsung, die in einem Punkt 
yon ~(F) und im Fatouschen Ausnahmewert (]alls dieser existiert) regular ist. 

Beweis. Wir nehmen an, dab es unter den Bedingungen des Satzes doch 
eine eindeutige analytische LSsung /(z) gibt. Dann zeigen wit 

(i) /(D) ff D. z o habe die gleiche Bedeutung wie in der obigen Definition; 
also ist ](z o) C D. Es sei z 1 ein solcher Punkt,  dab ](zi)C D. Wir verbinden 
z o mit z 1 mittels einer stetigen doppelpunktfreien Kurve /~  ( D ,  und es sei p 
der erste Punkt  yon /"  (das so orientiert ist, dab z o vor z 1 liegt), ftir den ] (p) ff D. 
Offenbar ist p~=z o. y sei der zwischen z 0 u n d p  liegende Teil y o n / ' ;  also ist 
/(y) eine Kurve, die mit Ausnahme des Endpunkted /(p) ganz in D liegt. 
Fiir zCy,  z=~p haben wir dann gleichzeitig / ( z )CD und (45). Mittels (45) 
k6nnen wir ](z) fiber den P u n k t / ( p )  hinaus analytisch fortsetzen: Die Ent-  
wicklung 

/ (z) ---- / (p) + ~ a,~ (z -- p)~ mit a k 4= 0 
n=k 

konvergiert und daher auch die inverse Reihe 

(48) z =/_:(w) - .  p + ~ c~{w --/(p)}~/k, 
n = l  

ftir die /{]_~(w)}=w ist. Wir bilden den Ausdruck 

/*(w) = F {L~ (w)}, 

der um w =](/9) eine konvergente Entwicklung hat:  

(49) t*(~) = F(j,) + E d~ {~ - l(p))-J ~. 
n = l  

Ein Zweig yon (48) bildet abet /(Y) -- wenigstens in einer Umgebung des 
Punktes /(p), wo (48) und (49) konvergieren -- auf einen Teil yon y ab. Ftir 
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diese Punkte /(7) hat man 

1" (w) = _,r" {A:  (wi} = 1 [1 {1-~ ( ~ ) } ] ,  

well (45) auf y gilt; also /* (w)=/(w)  auf einem Segment~ yon /(?')- Damit 
ist (49) ein Element des analytischen Gebildes yon /(z), und well /(z) nach 
Voraussetzung eindeutig ist~. ist k = 1. Also ist nach (49) /(P)G D, entgegen 
/(p) ~ D, und daher  ist (i) bewiesen. 

(ii) Well /(D) ( D  gilt,  ist /{/(z)} =F(z) far j edes z C D. Dann ist F ( D ) =  
/{/(D)} ( D  und sogarF ,~(D)(D far jede natiirliche Zahl m. Es wurde an- 
genommen, dab das (offene) Gebiet D einen Punkt  yon ~ ([) und damit einen 
Kreis C um diesen Punkt als Zentrum enth:ilt. Nach den oben zitierten 
Resulta:en yon FATOU (w 5, F. III) enthiilt also D ) F~ (D))  F,~ (C) fiir geniigend 
gro.Bes" m ein .beliebiges 'beschr:inktes Gebiet, eventuell mit einer Ausnahme 
einer kleinen Umgebung des Ausnahmewertes. Auch im Ausnahmewert ist 
/(z) regul:ir, also regular in jedem beschritnkten Gebiet; d.h. /(z) ist ganz, 
im WidersprucH zur Voraussetzung, und der Satz ist bewiesen. 

Be_sonders interessant unter den lokalen LGsungen sind diejenigen, die man 
a-us dem Fixpunktansatz (46), (47) erh:ilt. Im allgemeinen kann man dort 
die Koeffizienten~a~ rekursiv bestimmen. Wenn man etwas fiber die Eigen- 
schaften yon F(z) well3, ist es eiu interessantes Problem, aus diesen Kennt- 
nissen e ineAbscMtzung far den Konvergenzradius der En~wicklung (47) zu 
ge~dnnen. Hierbei sind allgemeine funktionentheoretische Methoden sehr 
erwfinscht, well die Koeffizientenrekursion far die a~ uniibersichtlich ist. Wir 
behandeln ein ziemlich spezielles Problem, das THROX, CHOWLA, KE~:I~ER 
und RIVLIN (vgl. [9]) ~ufgeworfen haben. 

z 2 

(50) l { l ( z ) }  = e ~ -  1 = z + -~ +. . .  

t~.at genau el:he formale Reihen!6sung der Form 

oo  

1(~) = Z a,,e', 
n = l  

n~imlich 
% 2 2 3 

(5~) l(z) = ~ + ~  + 4~ + " 

wie man durch eine leichte Rechnung best~itigt. Die Berechnung tier Koeffi- 
zienten an ist aber recht kompliziert und ihre. Gr6Be ist yon vornherein gar 
nicht klar. Was ist der Konvergenzradius @ yon (51) ? TItROI~ [9] erw~hnt 
seine Vermutung @ = 0 und beweist, dab es keine ganze L6sung yon (50) gibt. 

Soviel folgt sofort aus unserem Satz 8 oder Satz t t. Wir schtieben unsere 
Arbeit mit dem fo!genden Ergebnis ab: 

Satz 17. Es sei F(z) = e ~ t ;  [i~r ~edes relle a sei F~(z) die dutch 

"(52) F {F~ (z) } = F~{F(z)} 
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eindeutig bestimmte ]ormale Reihe der Form 

o o  

F~ (z) hat einen positiven Konvergenzradius genau dann, wenn a eine ganze Zahl 
ist. Fi2r ganzes ~----n>0 ist F,(z) die n-re Iterierte yon F(z), also eine game 
Funktion; fi~r ganzes a ~ n < 0  ergibt F~(z) die i~verse Reihenentwicklung zu 
F ~ (z). 

THRON~ Vermutung bildet den Fall a = ! 9. .  

Wit schicken voraus den einfachen 

Hilfssatz 5. z o sei eine ]este Zahl fi~r flie Re zoO_ 0 und Zo:~O gelten; dann 
liegt der nauptwert log (1 + Zo) im Halbkreis Re z >  0, I~1 ~ I z0t. 

Beweis. 

I l o g ( l + z 0 ) l =  dt < d l t l = ! z 0 1 ,  
0 

wenn man lfings der Strecke arg t----arg z o integriert. Andererseits gi l t  

Re log (t + Zo) = log ] 1 + z 0 [ > 0. 

Beweis von Satz 17. Die Eindeutigkeit und Existenz von Fo (z) ergibt sich 
leicht durch formale Rechnung; es zeigt sich, dab die am(G ) in (53) reelI sind. 
Die  Behauptung tiber ganzzahlige a-Werte folgt sofort aus der Eindeutigkei t 
yon F~(z), wenn m a n  die Itefierten von F(z) im Nullpunkt entwickelt. Es 
ble ibt  der Fall von nicht-ganzen a zu betrachten. 

Konvergiert F~(z)in [zl<~,  e > 0 ,  so konvergiert die inverse Reihe Go(z) 
zu F~(z) in ]z I < o ' ,  o ' > 0 .  F~(z) erftillt (52) nicht nut  a ls formale Potenzreihe 
ftir eine Umgebung yon z = 0; hieraus folgt 

F{G~ (z)} -~ Go {V(z)}. 
G~(z) hat die Entwicklung 

G~ (z) = z - -  ~ z~ + O (z~), 
2 

Daher ist Go(z)=F_~(z) und F_o(z) konvergiert in ]zI<~' .  Es' geniigt also 
d ie  Behauptung des Satzes ftir a > 0 ,  a nicht ganz, zu beweisen. Zuerst ist 
klar, dab F~(z) keine ganze Funktion ist, denn nach Satz 8 sind F~(z), n > o  
ganz, die einzigen mit F(z) vertauschbaren ganzen Funktionen. Der Kon- 
vergenzradius v0n ~(z)  sei 0. Die Annahme Q>0 ftihrt auf einen Wider- 
spruch : 

Es sei Q>0. (i) Dann hindert keine SingularitAt die Fortsetzung von (53) 
in der Halbebene Re z ~  0; denn sonst g~ibe es ein kleinstes r~_ 0, zu dem 
eine singul~re Stelle z o" Re z0~ 0, ]zo]----r existiert. Nach Hilfssatz 5 ist der 
Hauptwert  von log(t +Zo) ein regul~rer Punl~t yon F~(z). Die Funktion 

~(~) = F[F~ {log (i + z))3 ---- F [F~ {F_~ (z))] 
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stimmt in einer Umgebung des Nullptmktes mit F~(z) tiberein und gew~ihrt 
eine regul~ire Fortsetzung yon F~ (z) tiber z o hinaus. Dabei verstellen wir (wie 
im ganzen Verlauf des Beweises' unter log (! +z )  den in der aufgeschlitzten 

Ebene z ~ r e i~, r ~ 1, regul~iren Zweig, 
/ ' (~ o~ der im Nullpunkt verschwindeE 

(ii) z--'.-F(z) bildet Re z ~ 0  auf das 
Aul3ere und den Rand des Kreises 
Iz+ll_~a ab. Schneiden wir die 
Ebene yon --o~ bis - -2  l~ings der 

~ / ~ A  J reellen Achse auf. D a n n  k6nnen wir 
wieder F~ (2) mittels Og(z) in das auf- 

rig. ~ geschlitzte Gebiet l z + t I ~ t ; z 4= r # =, 
2 E r <  0% eindeutig fortsetzen. 

(iii) Wir nehmen zu ~, - - a < c t ~ - - 1  oder I ~ c~<= einen Weg /'(~) 

(52) { F(~ : o + i r' O ~-- r G ~ } fflr l _< o~ < z~, 
~ + i e ,  0 ~ a >  -- oo 

(53) {/'(~): 0 + i ~ '  0 ~ - - ~  } ftir _ ~ < ~ _ l .  
a+ic t ,  0 ~ a > - -  o~ 

z--->F(z) bildet/'(ct) auf einen Weg al), der yore Nullpunkt bis zum Winkel 
auf dem Kreisrand ] z + t [  = 1  und dann radial gegen - - t  l~iuft. Auf diese 
~'eise wird F~(z) durch #(z) in die Gebiete ' 

| - - t + r e  ~~ 0 < r ~ i ,  l ~ O < z ~ ,  
und 

| - - t + r #  ~ 0 < r _ ~ l ,  - - ~ r < O ~ - - l ,  
fortgesetzt. 

Man nimmt nun weitere Wege/ ' (e ) :  (52) bzw. (53) mit sin t < ~ <  t bzw. 
- - 1  < e N  sin ( - - t )  und erh/ilt eine entsprechende Fortsetzung von F~(z) in 
die Gebiete 

(~(t): _ l + r e i O ,  0 < r ~ t , '  a i n l N O < t ,  
und 

~])" - - l + r e  i~ 0 < r ~ t ,  - - l < O ~ - - s i n i .  

Nach n soichen Sehri, t ten komfnt, titan zu. zwei Gebieten | | der Form: 

| - - t + r e  i~ ' 0 ~ r _ ~ l ,  sin(~_~)(l)NO<sin(~_~)(l),  

| _ i  + rer 0 < r N l ,  =- sin(~_~) (1) < O_~ -- sin(,_~l (1), 

wobei sin(,/z die n-re Iterierte yon sin z ist. F~r n-+ oo ist nun sin,~l eine 
monoton abnehmende Folge yon positiven Zahlen und hat einen limes y, 
ftir den s i n y = y .  Also strebt sinai-+0. 

Wir setlen, dab wir F~(z) tiberall in die Ebene fortsetzen k6nnen, wenn 
.wir die reelle Achse yon - - ~  bis 0 wegnehmen. Aaf dem Konvergenzkreis 
l zl--o liegt mindeStens eine singulfire Stelle yon F, (z), also ist diese eindeutig, 
und zwar der Pankt  --o.  Daraus !eiten wir ietzt einen Widersprueh her. 
Ffir - - ~ < x  ist Fo(x) reell, weil ail;e a~ reell sind, und far - - o < x < 0  ist 
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F ~ ( x ) > x .  D e n n  es i s t  F , ( 0 ) = 0 ,  u n d  ffir k le ine  n e g a t i v e  x is t  F ~ ( x ) > x ;  

w e n n  F , ( x 0 ) N  x 0, - - o < x 0 < 0 ,  so w~ire F ~ ( x l ) = x  1 fi~r e in  x0_< x l < 0  , u n d  

w e n n  x~ d e r  g r 6 g t e  so lche  W e r t  i s t  ~also F~ ( x ) >  x f a r  x~ ~ x ~ 0j ,  so i s t  

F~ (F(Xl)) = F  (F~ (xa)) =F(x i ) .  A b e r  es g i l t  x~<F(x  a) < 0, e n t g e g e n  d e r  Def in i -  

t i o n  y o n  x l .  A l s o  gi l t  F , ( x ) > x  fi ir  x > - - 0 .  N u n  gi l t  F ( - - O ) > - - O ,  so d a b  

s ich F~ {F(z)} regul~tr i n -  0 verli~tlt u n d  au l3erdem i s t  F~ ( V ( - -  ~)) > F ( - -  ~ > -  1. 

Also  g i b t  ~ P ( x ) -  F_I [F~ {F(x)}~ e ine  regulf ire  F o r t s e t z u n g  y o n  F~(x) l~ings d e r  

n e g a t i v e n  ree l l en  A c h s e  y o n  0 h is  - - o  u n d  l i e fe r t  e ine  regul~ire E n t w i c k l u n g  

i m  P u n k t -  Q. D a n n  w~ire a b e t  j e d e r  P u n k t  des  K o n v e r g e n z k r e i s e s  e ine  

regul~ t re  Stel le .  D ie  A n n a h m e  o >  0 i s t  a lso fa l sch .  
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