Zur Iteration reeller Funktionen.

Von

U.T. Bodewadt in Posen.

Eine Funktion f(z) wird iteriert, indem man in sie ihren Wert als Argument
einsetzt: f(f(2)). Durch Wiederholung entsteht eine Funktionenfolge, die im
folgenden durch Beifiigung der hochgestellten Zahl der Iterationen in eckigen
Klammern bezeichnet werden soll:

(1) (@) = f(@), (@) = f (" (@)
Die daraus folgenden Regein
(@) = "),

(F™)M (2) = i ) (a),
deren Ahnlichkeit mit den Potenzgesetzen in dem Beispiel f(z) = ¢ - & zur
Identitdt wird, fithren dazu, f%(z) = z zu setzen und unter f&Y(z) die
Umkehrfunktion zu f(w) zu verstehen, so dafl

(@) = (@) = =,
fo @) = (" (@) = (MY (2)

2

wird.
Alle diese Iterationsstufen lassen sich gleichzeitig erklaren, wenn man eine
Funktion ¢ (z) bestimmen kann, die der ABErschen Funktionalgleichung 1)

(3) 1+ ¢ @ = ¢ (f(2)
geniigt: denn dann wird k + ¢ (z) = ¢ (f%(2)) und also
) (@) = ¢ (& + ¢ (2).

Eine solche Funktion ¢ (x) leistet aber mehr: Sie liefert fiir gebrochenes £,
solange ihre Umkehrung ¢! fiir k 4 ¢ () erklirt ist, eine Schar stetig
abgestufter Zwischenfunktionen zur Folge der Iterationen f"!(xz). Deswegen
soll hier jede stetige umkehrbare Funktion ¢ (%), die der ABELschen Glei-
chung (3) geniigt, eine ,,Stufungsfnnktion zu f{z)’ heilen. Die nach (4)
gebildeten Funktionen f*)(z) heiflen ,,Stufungen von f(z)*, und zwar ,,Auf-
stufungen® fir k > 0, ,,Abstufungen® fiir & < 0, ,,natiirliche Stufungen®,
wenn £ einen Wert aus der Folge der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, ... hat,

1) N.H. ABEL, (Euvres compldtes, 2. éd., Christiania 1881, Bd.II, Nr.VI,
S.36—39.
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,natiirliche Abstufungen fiir negativ ganzzahlige k, ,,Zwischenfunktionen*
fiir gebrochenes k. Die Stufungsregeln (2) gelten dann fiir alle reellen 7 und =,
soweit die betreffenden Stufungen von f(z) sich bilden lassen.

An Stelle der Hilfsfunktion 1 + «, die in der ABELschen Gleichung auf-
tritt, kann man auch ¢ -« mit 0 5 |¢| &= 1 nehmen und gelangt so zu der
ScrrOpERschen Gleichung 2)

(8) ¢ p(@) = p(f(x),

deren Losung ebenfalls die Stufungen von f(x) liefert:

(@) = (e y()).

Zu analytischem f(z) liBt sich ziemlich leicht eine analytische Losung
der ScEropERschen Gleichung (5) finden, wenn man einen Ruhepunkt
29 = f(2o) der Abbildung z — f(2) hat, in dem auBerdem 0 == |f'(z)| = 1 ist.
Aber reelle Funktionen haben nicht immer reelle Ruhepunkte, wie schon das
Beispiel f(z) = e* zeigt; die komplexen Ruhepunkte fithren dann in der Regel
nicht zu reellen (d.h. iiber der reellen Achse reellwertigen) Lésungen ()
von (5), und auch die daraus zu gewinnende Ldsung y(x) = log w(x):logec
von (3) pflegt nicht reell zu sein. Die vielen und reichhaltigen Untersuchungen3)
iiber die Iterationen analytischer Funktionen im Komplexen, die sich besonders
eingehend mit der Natur der Ruhepunkte befassen, sind daher fiir eine Losung
der entsprechenden Aufgabe im Reellen ohne groBen Nutzen. Erst neuerdings
hat Herr KNESER nach ersten Ansiitzen von Bexngerr 4) fiir die Funktion e?
einen Weg gewiesen, um aus dem Komplexen eine auf der reellen Achse
reelle und reguldre Losung der ABELschen Gleichung zu gewinnen?),

2) E. SCHRODER, Math. Ann. 3 (1871), S. 206—322,

3) Ohne Anspruch auf Vollstindigkeit seien einige der wichtigeren genannt, wobei
insbesondere die Untersuchungen iiber wiederholte Mittelbildung aus mehreren Ver-
anderlichen nicht bertcksichtigt sind: M. A. KORKINE, Bull. Sci. Math. (2) 6, (1882),
S. 228—-242; J. FARKAS, J. Math. pur. appl. (3) 10 (1884), S. 101 -108; G. KEN16S,
Bull. Seci. Math. (2) 7, (1883), S.340—557; C. R. Paris 99 (1884), S.1016—1017;
Ann. Ecol. norm. (3) 2 (1885), S. 385—404; L. LEAU; Ann. Toulouse 11 E, 8. 1-—-110;
P. FaTou, Bull. Soc. Math. France 47 (1919), S.161—271; 48 (1920), S.33—94,
208—314; J. Math. pur. appl. (9) 3 (1924), S. 1—49; G. JULIA, ebenda (8) 1 (1918),
S.47—245; Acta Math. 56 (1931), S.149—195; 58 (1932), S.407—412; P. MONTEL,
Ann. Ecol. norm. (3) 50 (1933), 8. 171—196; J. WOLFF, Bull. Soc. Math. France 57
(1929), S. 195--203; C. R. Paris 194 (1932), S. 833 -834; G. VALIRON, Bull. Sci. Math.
(2) 55 (1931), §. 105—128; H.CREMER, Jahresber. D. M. V. 33 (1925), 8. 185—210;
Ber. Verh. Sichs. Akad. Leipzig 84 (1932), S. 291 —324; Math. Ann. 110 (1935), S. 739
—744; H. TOPFER, Math. Ann. 117 (1940), S. 65—84.

%) A. A. BENNETT, Ann. of Math. (2) 17 (1915), S.23—60, 74—75.

§) H. KNESER in einem Vortrage auf der Mathematiker-Zusammenkunft im
Oktober 1942 in Freiburg i. Br. — Meine Kenntnis des Inhalts verdanke ich einer
freundlichen brieflichen Mitteilung von Herrn Prof. KNESER.
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Die nachstehenden, ganz im Reellen verlaufenden Ausfiithrungen zeigen
in §2 fiir eine mit Riicksicht auf eindeutige Umkehrbarkeit ausgewiihlte
Funktionenklasse S, daB es zu jeder stetigen reellen Funktion f(z) aus 8 mit
endlichvielen oder unbeschrinkt vielen stetigen Ableitungen eine reelle
Losung der AsELschen Gleichung mit denselben Stetigkeitseigenschaften
gibt, die sich also vermége (4) auf alle Stufungen von f(z) iibertragen. Zum
Beweise werden im Anschlub an eine Methode, die Hurwitz bei linearen
Differenzengleichungen benutzte 6), Brrwourrische Polynome verwendet.
§ 1 bringt vorbereitend die Abgrenzung der Klasse S und einen Hilfssatz,
§ 3 den Konvergenzbeweis fiir vollableitbare reelle Funktionen. Aus einer
in § 4 bewiesenen Determinantenformel fiir die Ableitungen der Zwischen-
funktionen wird in §5 eine Bedingung hergeleitet, welche die Stufungs-
funktionen zu erfiillen haben, wenn Vollmonotonie von f(z) bei der Bildung
der Zwischenfunktionen erhalten bleiben soll.

§ 1.
Yorhereitungen,

Erkldrung 1. Eine Funktion f(z) gehért zur Klasse S (,,stufbare
Funktionen), wenn sie folgende Eigenschaften hat:

1) f(z) ist iiber einem Abschnitt (@, b) der reellen Geraden als reelle stetige
Funktion erklirt: — 0 <6 < b < + o,

2) f(x) ist in {a, b) eine wachsende Funktion: fir ¢ < x; < 2y < b ist
stets f(z;) < f(zy).

3) In (a,b) gilt f(z) > =.

4) Der Wertebereich von f(z) deckt sich ganz oder zum Teil mit dem Er-
klarungsbereich: mit « = lim f(z) =f(@+0), f = 1imb f(@) =f(b—0) gilt
T —>a xr —~»

asa<bgp

Beispiele: f(z) =e®{a= — 0, a =0, b= f = 4 ®); f(z) =2+
+l@a=a=—®, b=fF=4®); f(t)=e¢ % @g=a=0, b=4
= 4 o0); f(:(;)=arcsinx(a=oc=0,b=1,ﬂ=—’23). Ist nur die dritte

Bedingung nicht erfiillt, so kann man doch fiir jede reelle Funktion f (), iny
welche sich die durch f(2) = x gegebenen Ruhepunkte niecht im Endlichen
héufen, den Abschnitt (a,b) so in Teile zerlegen, daB in jedem entweder
f(z) > x oder f(z) < z gilt; in dem letzten Falle ist dann eben "' (x) > af

%) A. HURWITZ, Acta Math., 20 (1897), S.285—312.
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Erklirung 2. Gehort f(z) zu 8, dann heifit eine Funktion ¢ () eine
Askrsche Stufungsfunktion (im folgenden kurz: Stufungsfunktion) zu f(z),
wenn sie folgende Bedingungen erfiillt:

1) p(=z) ist in (a, B) als reelle stetige Funktion erklirt;

2) (=) ist in (@, §) eine steigende Funktion: fir a < 2, < z, < f ist
stets ¢ (2;) < @p(xy);

3) (=) erfilllt fir x» in (@, b) die ABELsche Gleichung (3).

Durch diese Eigenschaften ist ¢ (%) bei gegebenem f(z) noch nicht ein-
deutig bestimmt. Eine nicht wesentliche Unbestimmtheit besteht darin,
daB mit jedem ¢ (2) auch ¢(x) + C eine Stufungsfunktion zu f(z) ist. Diese
Konstante 148t sich festlegen, indem man einen Punkt z, in (@, b) wihlt und
dort ¢ (xy) = 0 vorschreibt. Setzen wir weiter

(6) f(wO) = Iy, f(xn—l) = &y = f["](l’o):
so wird wegen (3)
(7) (17($1) == 1: (p(wn) = R.

Der Abschnitt (2, ;) soll Hauptabschnitt von ¢ (x) heilen. DaB auch durch
die Vorschrift ¢(z,) == 0 die Stufungsfunktion noch nicht eindeutig fest-
gelegt ist, lehrt

Satz 1. Es sei s(t) eine stetige reelle Funktion, die den drei Bedingungen
geniigt :
1) s(0)=0: 2) st+1)=s() +1; 3)s(ts) <slty) fiir t; <.

Ist dann weiter () eine Stufungsfunktion zu der Funktion f(x) aus S, so daf
@ (%) = 0, dann ist auch p(z) = s(p(x)) etne Stufungsfunktion zu f(x) mit
(o) = 0; umgekehrt hat jede Stufungsfunktion, die bei x, verschwindet, die
Form s(p()), wobei s(t) die drei obigen Bedingungen erfillt.

Der leicht zu fiihrende Beweis dieses schon bekannten Satzes kann hier
unterdriickt werden. Die darin auftretenden Substitutionen s(¢) haben also
die Eigenschaft, daB s(f) — ¢ = A(t) eine periodische Funktion von ¢ mit der
Periode 1 ist, welche fiir { = 0 verschwindet und niemals so rasch fillt. wie
ihr Argument wiichst: £(0) = 0, k(¢ + 1) = h(t), h(ts) — h(t;) > — (12 — 1)< 0.

Aus den in der Erklirung 2 geforderten Eigenschaften einer Stufungs-
funktion ¢ (z) ergibt sich, daB sie eine eindeutige Umkehrung ¢~'(x) hat,
so daB sich die Zwischenfunktionen nach (4) eindeutig bilden lassen. Nur die
natiirlichen Stufungen und Abstufungen von f(z) sind durch f(z) allein be-
stimmt, die Zwischenfunktionen héingen noch von der Wahl der Stufungs-
funktion ab. Die Aufstufungen f*)(z) (k¢ > 0) sind in (a, foH (B)) erklart,
die Abstufungen f~¥(z) (¢ > 0) in (f*!(a), B).
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Der Umfang des Wertebereichs der Stufungsfunktion ¢(z) zu f(z),

oy = lim ¢ (y) — lim ¢ (¥) = lmsup (¢ (y) — ¢ (2)),
y—>3 > a<lz<y<<f
heiBlt die ,,Stufbarkeit’* von f (z); f (%) ist ,,0.-fach stufbar“. Wenn nicht zu-
gleich die beiden Ungleichungen a < «, b < g erfiillt sind, so ist o, =
f(z) heilt dann ,,voll stufbar”“. Wenn ¢ (2) — + o fiir z — §, so heifit f(z)
,,voll aufstufbar® (dies ist der Fall fiir b = f); ist ¢(x) > — o fir z —a,
so ist f(z) ,,voll abstufbar‘‘ (so beia = «). Beiendlichem g, sind die Zwischen-
funktionen f*!(z) nur fir |k] < oy erklirt; fiir voll aufstufbare f(z) ist k
nicht nach oben, fiir voll abstufbare nicht nach unten beschrinkt. Ist oy
keine ganze Zahl, so hingt sein Wert noch in geringem Mafle von der Wahl
der Stufungsfunktion ab.

§ 2.

Aufbau von Stufungsfunktionen fiir ableitbare S-Funktionen.

Ist f(x) eine S-Funktion, dann kann man eine Stufungsfunktion dazu
s0 herstellen: Man wihlt ein z; in (a. b}, bestimmt x; nach (6), bildet fiir den
Hauptabschnitt z, < v < 7, ‘die Funktion

_ _ T — &,
(8) Po(@) =1 = =
und setzt sie in die angrenzenden Abschnitte (z;, #,); (&2, Z3); . . . und ebenso

nach der anderen Seite mittels der ABELschen Gleichung fort. Insbesondere
wird fiir z_; < ¢ < 2, d. h. fir ) < f(2) < 2
%) — 2,

®) @) +1 = p(f@) = poia) = =2,
Diese Funktion gqy(2) ist dann in z, (und daher, weil sie ihrer Herstellung nach
die AsrLsche Gleichung (3) erfillit, in allen Nachfolgern und Vorgingern
von x, ebenfalls) stetig, genigt also allen Vorschriften der Erklirung 2.

Eine Funktion mit stetigen Ableitungen beliebiger Ordnung moge fortan
als ,,vollableitbar® bezeichnet werden, in Anlehnung an Ausdriicke wie
,,vollmonoton®, ,,vollkonvex“. — Alle natiirlichen Stufungen f"!(z) sind
offenbar zugleich mit f(x) selbst 7-mal stetig ableitbar oder vollableitbar. Das
gibt AnlaB, dieselbe Eigenschaft auch von allen Zwischenfunktionen f*(z)
zu fordern; und zwar auch hinsichtlich der Stufungszahl k. Hierzu ist es
offenbar hinreichend, wenn die Stufungsfunktion ¢ (x) dieselben Eigenschaften
hat. Andererseits ist das auch notwendig, denn durch eine bestimmt gegebene
Schar solcher Zwischenfunktionen f,(z), die den Stufungsgesetzen (2) folgen,
ist nach (4) auch die Stufungsfunktion bis auf eine Konstante eindeutig
bestimmt: setzt man ¢ (x,) = 0 und 18st f¥1(zy) = = nach &k auf: & = z(=),
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so ist () = y(z) die zugehodrige Stufungsfunktion. Diese Forderung liBt
sich erfiillen:

Satz 2. Zu einer r-mal stetig ableitbaren (vollableitbaren) Funktion f(x)
aus S gibt es stets eine r-mal stetig ableitbare (vollablestbare) Stufungsfunktion
@(x); die damit nach (4) gebildeten Zwischenfunktionen f*)(z) sind ebenfalls
r-mal stetig ableitbar (vollableitbar).

Ist dieser Satz bewiesen, dann folgt aus Satz 1 bei Verwendung einer
ebensolchen Substitution s(¢), da8 es unendlich viele solche Stufungsfunktionen
gibt. Die gesuchte Stufungsfunktion wird nun gewonnen als Glied (fiir voll-
ableitbares f(x): als Grenzfunktion) einer Folge ¢y (), ¢1(2), ... @, (@), . ..
von Stufungsfunktionen zu f(z), von der das Anfangsglied durch (8) gegeben
ist und in der ¢, (x) stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung hat. Nach
Satz 1 gilt dann: '

(10) ‘pn(w) = sn((pn—l(w)) = S,,(([)()($)),
(10 a) So(t) =, Sn(t) = Sn(Sn—l(t))'

Dabei miissen s,(f) und S,(¢) die drei Bedingungen von Satz 1 erfiillen,
5, (t) muB stetige Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 haben, und die n-te Ab-
leitung von s, () muB bei # = 0 einen Sprung von solcher Grofle haben, dafl
der Sprung der n-ten Ableitung von ¢, _, (%) an der Stelle z; in ¢, () gerade
aufgehoben ist.

Fiir diese Zwecke sind die BernouLLischen Polynome geeignet; es folge
daher eine Zusammenstellung ihrer Erklirung und Eigenschaften?). Mit den
Konstanten
(11) B, = i-“:', so dafB also Zﬂ”w‘ == e—uﬁ_——i,

n=0
werden die Funktionen A, (¢) in (0, 1) erklart als die BERNovLLIschen Polynome
mit dem Anfangswert O, fiir # > 1 noch vermindert um ein Anfangsstiick
ihrer Fourierreihe, dessen Liinge spiter bemessen werden soll:

(12) ho (8) = t,

2n+1

2gin 2 vt -
hon(tN) = D) Lipoiry 4 (—yp. Y Zein2ari nz 1),
2”( ) A=1 At ﬁ2n+1 * ( ) r=1 (2_7.”,)Zn+1 ( - )
2n+2 j N 201 I
. = E LA + (—1)n. cQl—cosenvy
h2n+1(t’N) ~ I /32n+2—1 ( l)” ~ (27!1)2’”'2 (n_2_0)

7) Vgl. K. KxoPP, Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen, 3. Aufl..
Berlin 1931, S. 541542, 550—552; N. E. NORLUND, Vorlesungen iiber Differenzen-
rechnung, Berlin 1924,
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Setzt man weiter

»
kn 2

(13) Oy (N) = B, — cos - 12 G k= 1),

also C1(N) = — &, Cy 1 (N) = 0 (n > 0), dann folgt aus den bekannten

Eigenschaften der BerxouLiischen Funktionen:

(14) lim C,(N)=0; lim A,(#;N)=0 fir n >1, gleichmiBig in (0, 1).
N—x N —»co

Ferner ist
(18) ha(0; N) = 0;
((%)kk,,(t;N) == w1k (V) 0< k < n);
()" b | 7" = LD,
(16) ok, N) = (— )R (1 —t; N);
(@ en T - FRenT osew
(F e ™ == 5 () Wmen T =+

(18) AL(t;N)=h,_1(;N)+Co(N) (n >0; oder n =0,¢t+0,1,2,...).
Aus (18) folgt durch Integration von 0 bis 1 die Ungleichung
[0, (V)| <max|h,_1(t;N) O=st<1l;n>0)
und damit wegen (16):
(19 thy(6; N)| Smax b, (¢ N)] (0=t =<1;n>0).
Aus (18) folgert man weiter
By (45 )| < max [l _y (¢ )] - 22D
weil nun aus (19) und (12) leicht

- 1
(20) ]hn(t;N)l §m&xlh1(t;N)] <7zT—ﬁ
zu bestitigen ist, so findet man fiir die Ableitungen die Abschitzung
%) 5] 77
(21) 122 ¢ Ny < 2L 2 Lomax (b, ;M) < 2L 2 T,

Wihlt man nun die in (10) auftretende Substitution s, (f) in der Gestalt
(22) s,(t) =t -+ ¢, h,(¢) mit k() =k, (;N,) fir 0 5t <1,
wobei itber die beiden GréBen ¢, und N, noch passend verfiigt werden kann,

so erfiillt dieses s, () nach (15) die erste Bedingung von Satz 1. ¢,(z) ist
damit, wenn @, _4(z) bereits festgelegt ist, im Hauptabschnitt 7, < z = #;



504 U. T. Bodewadt.

bestimmt; setzen wir ¢, (z) in die angrenzenden Abschnitte funktional fort
[das ist: mittels der ABELschen Funktionalgleichung (3)], so ergibt sich fiir
$,() dabei eine Fortsetzung nach der Gleichung s,(f + 1) = s,(f) + 1, also
die zweite Bedingung von Satz 1. Um auch der dritten Bedingung Geniige
zu tun, muB in {0, 1)

(23) Cn h;,(tN'n) > —1

gelten ; darauf ist bei der Wahl von ¢,, und ¥, Riicksicht zu nehmen. Da8 die
Ableitungen von s,(f) bis zur Ordnung n — 1 stetig werden, ergibt die
Formel (17). Jetzt gilt es, ¢, so zu bestimmen, daB auch die n-te Ableitung
von ¢, (x) stetig wird. Als Unstetigkeitsstellen kommen nur die Punkte
%y, ¥; usw. in Betracht; und ist die n-te Ableitung von ¢, (z) an einer dieser
Stellen stetig gemacht, dann ist sie vermoge der funktionalen Fortsetzung auch
an allen anderen stetig, die Stetigkeit der n-ten Ableitung von f(z) dabei
vorausgesetzt.

Zur Abkirzung werde
(24) P4 (f(2) = pal2) fir o <f(2) =z

gesetzt; diese Funktfion v, () ist also jedenfalls in einer linksseitigen Um-
gebung (z, — 68, %,) des Punktes z, erklirt. Wird ¢, (z) funktional iiber den
Punkt xy nach links fortgesetzt, so entsteht dort nach (3) und (24) die Funktion
¥, () — 1. Da ihre Werte links von %, nach (24) durch die Werte von y, ()
im Hauptabschnitt links von z; bestimmt sind, so schlieBt sie sich bei z,
stetig an die Werte an, die ¢, (#) im Hauptabschnitt rechts von z; annimmt:
fir z = @, wird von beiden Seiten her stetig der Wert 0 angenommen. DaB
auch die Ableitungen bis zur n-ten Ordnung stetig sein sollen, wird durch die
Gleichungen8)

(25) DEy, (%) — D¥g(z) =0 (bk=1,2,...,m;n=1,2,...)
gefordert. Im Falle n = 1 nehme man N, = 0, d. h.
(26) hy(t) =} (82 —0);

die Bedingung (25) ist dann durch

T — 1"'1'(%)
(27) % = 2T iay)

zu erfiillen. Es wird dann

1ot f (@) - (1—1)

S0 =2 ey

8) Die im folgenden benutzten Bezeichnungen und Formeln sind zusammen-
gestellt in der Mitteilung des Verf. ,,Die Kettenregel fiir hohere Ableitungen*‘, Math.
Zeitschr. 48 (1943), S.735—746, weiterhin mit ,,K* angefiihrt.
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also s{(¢) > 0 in (0, 1); s;(¢) erfiillt mithin auch die dritte Bedingung von
Satz 1,

Angenommen jetzt, die Forderungen (25) seien fiir 1,2,...,n —1
an Stelle von # erfiillt. Sie lassen sich unter Beachtung von (22) folgender-
maBen umformen:

Dy, (mo) — D¥,(29) = {D* y,_1 (@) — DE,_1(20)} +
+¢n {Df b (wﬂ—l(xﬂ)) - D’ac: b (‘Pn—l(“”o))}
= {Dk Yo -1(%o) — Dk?n-l(%)} +

k
+en Z {0 (1) Dy, 91 (20) — B 0) - Dy 1 (30)}-

Ist nun . < n, so verschwindet die erste Klammer nach Voraussetzung; in
der zweiten (unter dem Summenzeichen) ist nach (17) fir » <= hf:')(l)
= h{(0), so daB iibrigbleibt:

k

D* "/)n(wO) - Dk‘l’n(%) =0y .ré‘l nf:-) (0) : {'Dkv ’Pn-1(%) - Dkvq)n—l(zo)}-
Die in den Klammern rechter Hand stehenden Differentialausdriicke vom
Grade v und der Ordnung % sind Produktsummen aus den Ableitungen erster
bis (k + 1 — »)-ter Ordnung von wy,_, und ¢,_;, wobei A +1—» <%k
<n — 1 ist; diese stimmen an der Stelle z, nach Voraussetzung fiir die
beiden Funktionen iiberein, so dafl jede Klammer und damit die ganze rechte
Seite verschwindet. Mithin ist ¢, () bei funktionaler Fortsetzung samt seinen
Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 stetig, und es bleibt nur noch der Fall
k = n zu untersuchen.

Die Stetigkeit der n-ten Ableitung 148t sich im allgemeinen nur durch
bestimmte Wahl von ¢, erreichen. Es ist namlich

D"y, (7)) — D, () = {D" Yu—1{%o) — D"‘I’n—1(%)} -+
+ €, ‘vi‘:l {kﬁi)(l) D, a1 (%) — hf:'-’(O) 'Dn;"}’n-l(wo)}-

In der Summeist fir» = 1,2, .. .,n — 1 nach (17) A2 (1) = A{?(0), hingegen
fir v =n AO(1) = + 3, AP(0) = — }:

D"y, (%) — D" @n() = {D" Yo-1(%) — D", _1(m)} +
+ Cn* {% (Dnnwn—l(mo) ’Jl‘Dnn (lqn~1(z0)) +

n-1

+ ,élk;:)(o) ' (Dnv 'Pn—I(f"'o) - -Dﬂyf]’n..]_((vo))}.

Mathematische Zeitschrift. 49. 33
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Weil nun in D,, nur die Ableitungen bis zur Ordnung n +- 1 — » auftreten,
ist hierin nach Voraussetzung fir 2 <» <= D, y,_1(x) = D, ¢, _1 ().
Ubrig bleibt daher

Dy, (xg) — D' (20) = (D" 9,1 (%) — D"gp_y(20)} +
+ Cn * {D‘nn(p'n—-l(xo) + h;l (0) ) (-Dnl V)n-——l(zo) — Dnl’/’n—l(wo))}
= {1 + Cy - C'n(Nn)} {Dn Y »-1(930) - -D”’Pn—l(x())} + C, ((]'1,;—1(3;))”-
Dieser Ausdruck soll verschwinden; dazu muB man ¢, den Wert erteilen
(28&) Cp = — {Dn 1pn—l(w()) - Dn(l"n—l(mo)}
: {(9’;—1(‘”0))" —+ Cn (z\yn) ) (D” 1/)?2—1('1;0) - Dﬂ(/’n—-l(xO))}'
Wenn nicht schon zufillig D" 1/),,;1 = D"p, _, ist und daher ¢, = 0 wird,
so liBt sich dafiir eine schinere Form finden:
1 '
(28b) o + C.(N,) + (‘I’n—l(%))ni {D" Pa—1(To) — D”“/’n—l(%)} =0

¢, hingt hiernach zwar woch von NV, ab, strebt aber bei wachsendem N,
wegen (14) und wegen ¢, _,(x) > 0 gegen einen endlichen Grenzwert. Man
kann in dieser Formel {iir ¢,, noch den EinfluB der zu stufenden Funktion f(x)
von dem der bisher aufgebauten Substitution S,_,(f) trennen. Nach (10)
und (24) ist
n

D) — D (o) = 114_‘-71 {D"8:(1)- D,, po(@) — D"8(0) - D, g0 (o)}
Nun folgt aus (8)

D, po(m) =0 fiir l <wv<m; = (x— z) " fiir v =,

und nach (8) und (24) wird
. ,
Dm' Yo (%) = ‘uéan."- 1(2o) - ‘Dur fo(%1) = l(wl — Xy "+ Dmf(%ﬁ
schreibt man also zur Abkiirzung
(29) fnr bl (zl - wO)n—r * -Dnrf(w{)))
so nimmt (28b) diese Gestalt an:
(28¢) ¢, = — 1:{C,(N,) + (S,_,(0)" :(..‘51 far D' 8p_1(1) — D8, _1 (D)}

Wird ¢, gemiB der Bedingung (28) gewihlt, so ist die n-te Ableitung von
@ () iberall stetig; damit auBerdem ¢, (z) stets zunehme bei wachsendem z,
ist die Bedingung (23) einzuhalten. Wegen (18) und (14) kann man dafiir
durch Wahl eines hinreichend groBen N, sorgen, weil dann die linke Seite
von (23) beliebig nahe an Null herankommt. Die Abhingigkeit des ¢, von N,
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kann dabei nur verzogernd, aber nicht hindernd wirken, da ¢, bei wachsendem
N, beschrinkt bleibt.

So ist jetzt im Haupfabschnitt (2, ;) eine Folge von Stufungsfunktionen
@, () erklirt, die dariiber hinaus nach der AsELschen Gleichung fortzusetzen
sind; ¢, () ist samt seinen Ableitungen bis zur n-ten Ordnung stetig. Wenn
f(x) stetige Ableitungen bis zur Ordnung r hat, so 148t sich diese Folge der
@, (z) bis zum Gliede mit # = 7 aufbauen. Fiir endlich-oft stetig ableitbare
Funktionen f(z) ist der Satz 2 damit bewiesen.

§3.

Die Konvergenz bei vollableitbaren S-Funktionen.

Um fiir vollableitbare Funktionen f(z) eine Stufungsfunktion mit der
gleichen Eigenschaft zu erhalten, geniigt es nicht, nur die Konvergenz der
vorhin aufgebauten Folge {g, ()} zu zeigen, sondern man muf nachweisen,
daB diese Grenzfunktion wachsend und vollableitbar ist; das ist jedenfalls
dann der Fall, wenn fiir beliebiges & die Folge der Ableitungen {p (x)} gleich-
maBig konvergiert und die Ableitungen ¢, () einen positiven Grenzwert
haben. Diese Anforderungen kann man in der Weise erfiillen, dall man eine
konvergente Folge positiver Zahlen ¢, annimmt:

(30) e, > 0; 228,,<oo
n=

und dann die Zahlen N, so gro wihlt, daB auBer der Ungleichung (23) auch
die Ungleichung

Cn A
{31) N, > e also v, < &,

besteht; das ist wiederum trotz der Abhingigkeit des ¢, von N, méglich,
weil ¢, bei wachsendem N, nicht unbeschrinkt zunimmt.

Zunéchst ist unter diesen Voraussetzungen die Folge ¢, konvergent:
denn

n 7
Pul®) = ‘Po(x) +v§1(¢7(w) - ¢y—1(w)) = Qo (=) + ‘.Elcv h,.((P,,_l(Q;)),
und da die rechte Seite fiir n — % wegen (20), (31) und (30) gleichméBig
beschriinkt ist, so ist die Grenzfunktion @(z) vorhanden:
(32) D(z) = lim ¢,(2) = go(a) + X 6By (p,_1(2)-

Auch die Folge der ersten Ableitungen konvergiert: Es ist

n

7(@) = 95@) - I (g, (@) = 95(@) IT {1+ 0, g, (o),
33*
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und dieses Produkt konvergiert fiir n — ¢ absolut und gleichméBig in
{Zy, %;), weil es die Summe

rélolcv : h:' (qjv—l(w)) :

nach (21), (31), (30) tut. Fiir die Ableitung der Grenzfunktion erhéilt man also
den Ausdruck

?'(2) = lim ¢,(2) = gp(2) - [T {1 + ¢, (9, (@)}
Wenn
(33) AL+ e max [B,@)]) =4

gesetzt wird, so ist fiir alle #» und fiir £ in (0, I)
(34) 0< 8 () <A<,

Wegen der Konvergenz des Produktes ist der Grenzwert @' (z) von Null
verschieden, und zwar positiv als Grenzwert der positiven GroBien ¢/, (z).
& (z) ist also eine wachsende Funktion.

Es bleibt noch die Konvergenz der hoheren Ableitungen zu untersuchen.
Die k-te Ableitung von g, ist

k
Dk‘pn(x) = -D:Sn(?’o(-’”)) =A§1D18n(¢0(x)) 'Dkl ‘PQ(QP);

weil nun gq(x) linear in z ist, so zieht sich die Summe auf das Glied mit 1 = %
zusammen:

Drg,(x) = Dy po(z) - D* 8, (2),

und zu priifen ist, ob der zweite Faktor fiir n — o gleichmiBig in (0, 1)
konvergiert. Nun ist wegen (10a)

(35) D*8,(t) = (%'D).ollsl Dy 4,82 Dy

n—llnsn‘

zu erstrecken iiber alle (n -ll;f__{ ?

(d) = (%, 41, ..., 4,), welche mit den Ungleichungen

) verschiedenen Zusammenstellungen

k=dg2h 2= 2l 1=24,=1
vertriglich sind. Demnach ist auch

(36) D58, < XDyl .. |D,

"__11“8,, -

Hierin bedeutet nach der Formel von Faa pr Bruno

r ., 1 /g”\n2 1 (8"\us
Dﬂ,s =%1”'ﬂ—l'(s)'nﬂ:.;(__;) ;7_37(5_') cee,
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zu erstrecken iiber alle Zusammenstellungen (#) = (7y, 73, . . .) aus ganzen
nichtnegativen Zahlen, fiir welche die beiden Bedingungen erfiillt sind

N+ Ne+ns+c=v; 1771+2’72+3773+"'=‘u.

Mit Dy, s werde nun der Ausdruck bezeichnet, den man aus D,, s erhilt,
wenn man in dieser Darstellung die erste Ableitung s’ durch 1, alle héheren
Ableitungen durch ihren Betr&g ersetzt. Es ist also

@) Dhe= Dt (e ) (o)

worin die Summe uber dieselben Zusammenstellungen (%) auszudehnen ist.
Dann gilt offenbar die Abschéitzung

lDlv_ll,,s'vl = (]' + Icr hmr(t)])k D::,_

14, Sy-

Hier ist der zweite Faktor nur dann von 1 verschieden, wenn 4, ; > 4,.
Bei einer bestimmten Zusammenstellung (1) ist das hochstens (¢ — 1)-mal
der Fall; die betreffenden Faktoren dieses Gliedes in (35) seien...D, £ Su

Dy, .., wobel ... <p<yv<---und ---Sa>f>p > sein
mufl. Das entsprechende Glied auf der rechten Seite von (36) 1it sich

dann abschitzen durch

1Digty 531+ -1 Day_yay 8al < L1+ |, b (... D2ps, - Dfys, . ).

Dieselbe Zeigerfolge (n, ..., «, f,7, ... 1) kommt nun in (36) mit allen mog-
lichen Folgen (..., u, »,...) vor, fir welche die Ungleichungen gelten
(1<) <p<wv<---(=n). Beriicksichtigt man noch alle (der Anzahl
nach 2¥-%) verschiedenen Zeigerfolgen (..., a, 8,7, . ..), so erhilt man simt-
liche Glieder von (36). Mithin flieBt aus (36) die Abschitzung

D8, < IO+l h)F- E  E D, Dhs- )

Die rechte Seite wird weiter vergroBert, wenn man die einschrinkenden Be-
dingungen - - - < u < v < - -- fallen laBt; dann kann jeder Faktor fiir sich
summiert werden. In Verbindung mit (34) folgt nun

(38) 1D’=<pn(x>[g/1'=-_ X ...(?D:psy)(%‘Dg‘ys,)....

eaf...

Der Faktor von A* ist eine Summe von 2*~% Produkten aus je hochstens
k — 1 Faktoren der Form 2 D} 5 8,; wenn bei n — % diese Faktoren kon-

vergieren, dann auch die hnke Seite von (38). Und da zufolge (21), (30}, (31)
eine Summe wie

215 (9,1 @)
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fir m > 1 gleichmaBig in (x,, #;) konvergent ist, so gilt das erst recht fiir
eine Summe iiber Produkte von hoheren Ableitungen der s, wie sie die Fak-
toren X D:ﬁs in (38) nach (37) darstellen.

Die Folge der k-ten Ableitungen D*g, (z) konvergiert also absolut und
gleichmaBig in {(z,, «,), strebt mithin gegen die (hiernach vorhandene) k-te Ab-
leitung der Grenzfunktion @(z): d. h. @(z) ist vollableitbar. Da alle g, ()
die Asg1sche Gleichung (3) erfiillen, so trifft sie auch fiir &(z) zu. D(z) ist
also eine vollableitbare Stufungsfunktion fiir das (dabei gleichfalls vollableitbar
vorausgesetzte) f(z); ihre Werte sind aus denen im Hauptabschnitt nach einer
der Formeln

@ (™ (z)) = @ (=) fiir alle ganzen m und %, < = < 2,
oder anders geschrieben:
@ (2) =m + ¢ (f-™(2)) fir alle ganzen m und z,, < T < Tp,y

zu berechnen. Satz 2 ist damit vollstéindig bewiesen. Von dieser Funktion
¢ (#) kann man nach Satz 1 mit einer gleichfalls vollableitbaren Substi-
tution s(£) zu jeder anderen vollableithbaren Stufungsfunktion fiir f(z) gelangen.

§4.

Die Ableitungen der Zwischenfunktionen,
ansgedriickt durch die Ableitungen der Stufungsfunktion,

Es sei ¢(z) eine mehrfach ableitbare Stufungsfunktion zu f(z). Di
Zwischenfunktion k-ter Stufe f¥](z) ist dann durch (4) erklirt; diese Beziehung
1iBt sich zerlegen in

y=1f); y=9o"N2); 2=k tu; u= o (2).

Die n-te Ableitung von f¥(z) wird, falls vorhanden, gegeben durch

(39) Dt f¥(g) = X g1 ) - D, , ¢().

ﬁ[‘ﬂg
-

Von den beiden Funktionen ¢i~!! und ¢, deren Ableitungen rechts vor-
kommen, liBt sich die zweite entbehren. Dazu wende man auf die Identitat
z = pi~(gp(x)) die Operatoren D,; an (A = 1,2,...,n):

0= ZD,qo(x) ‘D, ¢t M) (A=1,...,n—1);
1= Dn-n ‘P(-’”) 'Dnn ¢[_1](u)'
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Mit (39) sind das n + 1 Gleichungen firr die » GroBen D,, ¢(z), und die
Determinante verschwindet daher. Daraus folgt?)

n+l

Dﬁf[ﬂ(x) == (— e+t ((p[-l]l(u))—( 2 > . Det I'Aikl (.i’ k=0,...0n— 1)
mit den Elementen
Aip =D,y 10" fix k=0; A;p=Duy, o= ()
firlg<k<si+1; A4,,=0 firs+1<k=n—1.
Die Spalten k = 2, ...n — 1 dieser Determinante lassen sich durch geeignete

Linearkombinationen in Spalten mit Ableitungsoperatoren nur ersten Grades
iiberfithren10), so dafl man erhilt

(=y"*?

(402) D" 8 (z) = =57

) ((P["ll' (u))—2n+1 -Det[C?i’l GEk=0,...0-—-1),

wobei die Elemente dieser Determinante sind
(40b) O =D+ gFle) firk=0; O =0 firi+1<k<n—1;

O =ofp - D2l ) fir 1 <k <i+1
mit
00) o =1 fir k=1 o =n-(,° ) - (1)) twr2shsivr
Es ist ebensowohl méglich, in (39) ¢i~1(z) zugunsten von ¢ (z) auszu-
scheiden. Eine solche nur die Ableitungen von ¢ (z) enthaltende Darstellung
in Determinantenform lat sich erhalten, indem man die Operatoren D, auf
die Gleichung y = ¢V (¢ (y)) anwendet:

1=¢""@) o' );
i
0= 2 ¢ D0 (A1=2,...,n).

t==1
Es kommt dann heraus
n+l
(4la) Dt f¥(g) = (—1)n*? -((p’(y))—( 2 )-Det|B§’,?; G hk=1,...,n)
mit
(41b) B =D, ¢y firl<i<n—-1,15k<d+ 1

B®W =0 firi+1<k<n; B® =D,,px) firi=n
ik ik @

Diese Determinante 1a8t sich jedoch nicht weiter vereinfachen.

9) Diese Darstellung ist in anderer Bezeichnung schon 6fters angegeben worden,
z. B. von F. G. TEIXEIRA, Giorn. mat. Battaglini 18 (1880), S.301—309.

10) Nach Fortlassung der in der obersten Zeile stechenden Nullen stimmen diese
Spalten vollig mit denen der Dewerminante in K (15) iiberein; es lassen sich also hier
dieselben Umformungen anwenden, die dort zur Determinante (19) fithren.
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§5.
Zur Stufung vollmonotoner Funktionen,

Eine Funktion g () pflegt ,,7-fach monoton* bzw. ,,vollmonoton‘ genannt
zu werden, wenn das Vorzeichen ihrer Ableitungen fir n =1,2,...r bzw.
fiir alle n = 1, 2, . . . durch die Ungleichungen (— 1)* - D*g (z) > 0 bestimmt
ist. Im folgenden handelt es sich um Funktionen, deren Ableitungen positiv
sind und (r — 1)-fach bzw. vollmonoton. Dafiir eine kurze Bezeichnung:

Erklirung 3. Eine Funktion f(z) heilt ,r-fach monoton steigend‘
bzw. ,,vollmonoton steigend, wenn sie r-mal stetig ableitbar bzw. voll-
ableitbar ist und fir n =1, ..., r bzw. fir alle n =1, 2, ... gilt
(—-1)*-D*f(z) <O0.

Uber solche Funktionen gilt

Satz 3. Sind f(x) und g(x) r-fach (bzw. voll-) monoton steigende Funk-
tionen, so trifft dies auch fir h(x) = f(g(=)) zu.

n
Der Beweis ergibt sich sofort aus der Formel D® h(z) = X ID“ 1(9)-D,,9(x),

weil nach der Voraussetzung D' f(g) das Zeichen (— 1! und D,,g(z) das
Zeichen (— 1)*~* hat (man beachte die Formel von Bruno!). — Aus Satz 3
flieBt sogleich

Satz 4. Ist g(x) eine r-fach (bzw. voll-) monoton steigende Funktion, dann
sind es auch alle natirlichen Stufungen von ¢(zx).

Aus dieser Feststellung entspringt nun die Forderung, daB auch alle
Zwischenfunktionen positiver Stufe, also alle , Aufstufungen von g¢ (z),
ebenso wie ¢(x) selbst r-fach monoton oder vollmonoton steigen sollen. Nun
hat man ferner 11)

Satz 5. Ist ¢(x) r-fach (bzw. voll- ) monoton steigend, so sind die Ablestungen
von g~ (z) bis zur Ordnung r (bzw. jeder Ordnung) positiv.

Um auch bei unendlichem Grundabschnitt (b = -+ o0) nicht zur dritten
Eigenschaft einer S-Funktion (Erkl. 1) in Widerspruch zu geraten, sei
im folgenden angenommen, daB ¢ (x) r-fach (oder voll-) monoton steige und
daB ¢i"Y(z) zur Klasse S gehore, also g(z) < & sei. Welche besonderen
Eigenschaften muB dann die Stufungsfunktion ¢ (z) zu ¢ (z) aufweisen,
damit die obige Forderung erfiillt werde ¢ Aus Formel (41) laBt sich sofort
antworten:

11) Der Beweis laflt sich, dbnlich wie oben der fiir Satz 3, mit der Formel K (21)
ithren.
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Satz 8. f(z) gehore zu 8, {1 (z) steige vollmonoton, @ (%) sei esne voll-
monotone Stufungsfunktion zu f(z). Demit dann die durch diese Stufungs-
funktion zu bildenden Aufstufungen von fV(x), das sind die Zwischen-
funktionen [ (z) mit k < 0, gleichfalls vollmonoton steigen, ist es notwendig
und hinreichend, daf} ¢(x) die Bedingungen

Det |B{Y| >0 5,k =1,...,n) fir alle Paare (z,y) mit z >y

fiirn = 2,3, ... erfille. — Ersetzt man ,,vollmonoton‘* durch ,,r-fach monoton*,
so sind diese Bedingungen nur fir n = 2,3, ...r zu stellen.

Hier werden also die Ableitungen der Stufungsfunktion an zwei Stellen «
und y = f®(z) miteinander verkniipft. Doch vermag man diese Bedingungen
so umzugestalten, daB nur die Ableitungen an einer Stelle darin auftreten.
Fir # = y verschwindet die Determinante, weil die beilen letzten Zeilen
dann iibereinstimmen. Zieht man nun von der letzten Zeile die vorletzte ab,
teilt durch die positive GroBe z — y und geht zur Grenze z — y iiber, so
entsteht in der letzten Zeile die Ableitung der vorletzten. Der Wert dieser
neuen Determinante kann als Grenzwert positiver Werte nicht negativ sein;
daher muBl die Stufungsfunktion notwendig die Ungleichungen

(42) Det |[ER| =0 G hk=1,...,n;n=23,...)
mit

E® =Dy o firl<isn—1,1<k<i+1;

ER =0 firi+2<k<n; EP =D(D,, (@) firi=n
befriedigen. Diese Determinanten lassen sich aber noch vereinfachen. Fiir
jede geniigend oft ableitbare Funktion ¢(z) gilt 12)

i+l

(43) Dy = lé‘k‘D&—l,k—-l ' (l ' 1) D iy2:9 G+12E>1).

Nun ist <}.-f-1) =0firl <4<n—1, wenn 4 >4 4 1. Die Formel (43)

kann also fiir alle Fille mit 1 <4 <n — 1, 2 £k <» angewandt werden.
Fiir ¢ = n bringe man das letzte Glied (A = ¢ + 1 = » + 1) mit auf die linke
Seite und hat dann fir s =2, 2 <k < n:

(44) D(D,,9p) =Dp1,:9 — n k-1 9 Dy ¢

n
n
= ).;):le‘ Lek-19" (1 - 1) D""“‘z’ 19

Erklart man jetzt
Foo=(, 1) D2 g (@),

12) Folgt aus K (13), wenn dort &, », #, v durch ¢ + I, 4 — 1. k, 1 ersetzt werden.
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so lassen sich nach (43) und (44) alle Elemente von (42) aus diesen neuen
Groflen zusammensetzen nach der Formel 13)

‘Eg) Z_Dl 1, kb~ 1¢($) (‘i,k=1,,n)

Da in dieser Summe der erste Faktor nicht von der Zeilennummer 4 abhéngt,
so sind die Spalten E} linear aus den Spalten F,, zisammengesetzt. Nach
Unterdriickung einer Potenz des stets positiven Faktors ¢’ (z) bleibt an Stelle
von (42) als notwendige Bedingung, daB Det |F, ;] = 0 sein muB. Das ist

Satz 7. f(z) gehore zu 8; " (x) steige vollmonoton. Wenn auch alle
Aufstufungen von f=)(z) vollmonoton steigen sollen, so mufi die Stufungs-
funktion ¢(x) zu f(z) die Bedingungen erfiillen

(45) Da| ) D@ 20 Gik=1,....n; n=23,....

Im Falle r-fach monotonen Steigensist (45) nur fiirn = 2, . . . rzu fordern.
— Ob das Gleichheitszeichen wirklich eintreten kann, ist noch nicht aus-
gemacht. LaBt man es aber fort, so erhilt man eine hinreichende Bedingung:

Satz 8. f(2) ses eine S-Funktion. Die Stufungsfunktion ¢(z) zu f()
erfiille die Bedingungen

(46) Det | (;, * D*“¢ww>o Goh=1,...,n n=23.)

Dann steigen alle Abstufungen von f (%) vollmonoton.

Beweis. Es sei (¢, d) ein abgeschlossener Teilabschnitt des Grund-
abschnitts (g, §), in welehem ¢ (z) erklirt ist, und N (> 1) eine ganze Zahl.
Sind die Ungleichungen erfiillt, so sind fir z = y, = in (¢, d) alle Ableitungen
der Det | B{| von Satz 6 positiv: 5% Det | BR| (y, ®)[*=Y > 0. Aus Stetig-
keitsgriinden gibt es dann ein ¢ > 0, so daB diese Ungleichungen fir n <N
auch noch fir c Ly <z =<d, 02—y <e erfillt sind. Da nun
Det | BY| (y,y) = 0, so folgt Det B |(y,z)] >0 fir c<y<a<y+
+ & =d, n <N. Nach Satz 6 sind dann fir 0 < k < ¢, () < z <d die
Zwischenfunktionen f-¥(x) N-fach monoton steigend. Aus Satz 3 in Ver-
bindung mit dem ersten der Stufungsgesetze (2) ergibt sich weiter, daB alle
im Abschnitt {(¢,d) zu bildenden Abstufungen von f(z) N-fach monoton
steigen, d.h. alle f¥(z) mit 0 < k < @(d) — @(c). In dieser Feststellung
kommt die Zahl N nicht mehr vor (in der vorhergehenden noch, weil ¢ im

13) Dabei ist zu bedenken, daB nach K (7) Dgy¢ = 1; D1y = Dygp = -+ - = 0,
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allgemeinen von N abhiéngen wird); sie gilt also fiir jedes ¥V, und das be-
deutet Vollmonotonie: f=#(z) steigt vollmonoton fiir 0 < &k < ¢ (d) — @(c),
() < z < d. Nun kann der Teilabschnitt (¢, d) innerhalb von (a, §) be-
liebig grof gewihlt werden, so daB in der letzten Behauptung (a, 8) an Stelle
von (c,d) gesetzt werden darf. Somit ist festgestellt: f=¥(x) steigt voll-
monoton fir 0 <k < gy, fla)< ¢ < . Damit ist Satz 8 bewiesen.

In Satz 6 ist die Voraussetzung, daB fi=!!(z) vollmonoton steigen solle,
offenbar notwendig, damit ¢ () den dort angegebenen Ungleichungen geniigen
kann. Es ist anzunehmen, daB diese'Vora,ussetzung auch ausreichend ist,
daB also folgende Vermutung wahr ist:

Vermutung 1. Wenn f(z) zu 8 gehort und £ (z) vollmonoton steigt,
s0 gibt es genau eine Stufungsfunktion ¢ (z) zu f (z), welche die Ungleichungen
von Satz 6 (bzw. Satz 8) -erfiillt.

Gleichbedeutend damit ist die zweite Vermutung, die zunichst weniger
zu besagen scheint 14):

Vermutung 2. Steigt g(z) vollmonoton, dann gibt es genau eine voll-
monoton steigende Funktion (), so daB k®(z) = & (h(z)) = g().

Dal V.2 aus V.1 folgt, ist klar. Umgekehrt: Nach Wahl des Null.
punktes x, fir die Stufungsfunktion ¢ (z) zu f(z) = ¢"(z) sind alle
Abszissen z, zu den Ordinaten ¢ (z,) = n festgelegt. Trifft nun die Ver-
mutung 2 zu, so sind auch durch T, o5 = h (z,) die Abszissen zu den
Ordinaten n — 05 = ¢ (2,_y;) eindeutig festgelegt, also insgesamt .alle
Abszissen zu den Ordinaten ¢ (z) = m - 2-1, wo m irgendeine ganze Zahl ist.
Bildet man jetzt nach Vermutung 2 die durch hy(hy(x)) = h(z), also
W (z) = g(x) bestimmte vollmonoton steigende Funktion hs(z), so lassen
sich durch diese weiter die Abszissen zu allen Ordinaten m - 2~2 berechnen.
Durch Wiederholung dieses Schlusses ergibt sich, daBl die Abszissen zu allen
Ordindten m - 27" festliegen. Da nun diese Dualbriiche iiberall dicht liegen,
so ist ¢ (z) wegen seiner Stetigkeit tiberall erklirt und hat dabei die Eigen-
schaft, daB die daraus zu bildenden Abstufungen f"*(z) jedenfalls fiir
k= m-2™" (m,n natiirliche Zahlen) vollmonoton steigen. Weil aber
f=¥(x) zufolge (4) auch in k stetig ist, so kommt diese gewiinschte Eigen-
schaft allen Abstufungen f~¥(z) mit & > 0 zu. Es geniigt also, nach Ver-
mutung 2 eine Funktion ¢(z) eindeutig vollmonoton zur Hilfte stufen zu
konnen, damit es zu ¢l~')(z) eine Stufungsfunktion gibt, die den Bedingungen

1) Fiir die Funktion g (x) = log nat z, auf welche die Voraussetzung der Ver-
mutung 2 zutrifft, haben Herr Prof. MEIDELL und Herr Dr. GoTAAs (Oslo) eine
sechsstellige Tafel der Funktion g[o’ 5l(z) = hln z (,,Halblogarithmus‘) auf Grund
dieser Monotonieforderungen berechnet.
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von Satz 7 (bzw. Satz 8) geniigt — und umgekehrt. Da vollmonotone Funk-
tionen analytiseh sind 15), so ergabe sich dann auch eine ausgezeichnete ana-
lytische Stufungsfunktion. Ob es allgemein zu reellen analytischen S-Funk-
tionen jeweils eine ausgezeichnete analytische Stufungsfunktion gibt, ent-
sprechend den , Hauptlosungen der linearen Differenzengleichungen, ist
wohl noch nicht entschieden — an sich lassen sich nach Satz 1 aus einer
analytischen Stufungsfunktion unendlich viele herstellen, wenn nur die
Substitution s (f) analytisch ist.

18) @. GRUSS, Math. Zeitschr. 39 (1935), S.732—741

(Eingegangen am 28. Mai 1943.)



