
Z u r  I t e r a t i o n  r e e l l e r  F u n k t i o n e n .  

Von 

U. T. BSdewadt in Posen. 

Eine Funktion /(x) wird iteriert, indem man in sie ihren Wert als Argument 
einsetzt: /(f(x)).  Dureh Wiederholung entsteht eine Funktionenfolge, die im 
folgenden durch Beiffigung der hochgestellten Zahl der Iterationen in eekigen 
Klammern bezeichnet werden soll: 

(1) p](x)  = / ( x ) ,  ]["J(x) =/(f"-l](x)). 
Die daraus folgenden Regeln 

f~] fit.] (x)) =/tin+.1 (x), 
(2) ( I ' ~ )  ~'I (x) = I t~" ~] (x), 

deren ~hnlichkeit mit  den Potenzgesetzen in dem Beispiel f ( x )  = c �9 x zur 
Identit/~t wird, fiihren dazu, /[~ ---- x zu setzen und unter /[-E(x) die 
Umk.ehrfunktion zu / ( x )  zu verstehen, so dab 

I [-1]q(x))  = / (/[-i] (x)) = X, 

i t - -~](~) = ( l [ - ~ ] p ] ( x )  = ( l % [ - l l ( x )  
wird. 

Alle diese Iterationsstufen lassen sieh gleichze~tig erkl/~ren, wenn man eine 
Funktion ~ (x) bestimmen kann, die der ABE]~sehen Funktionalgleichung 1) 

(3) 1 + ~ (x) = ~ if(x)) 

genfigt : denn dann u4_rd /~ -F 9 (x) = 9 (/[k] (x)) und also 

(5) /:kl (x) = 9 [-11 (2 + ~ (x)). 

Eine solche Funktion q~ (x) leistet aber mehr: Sie liefert fiir gebroehenes k, 
solange ihre Umkehrung q[-l] ffir k-F ep (x) erkl/~rt ist, eine Sehar stetig 
abgestufter Z~isehenfnnktionen zur Folge der Iterationen 1[,1 (x). Deswegen 
soll hier jede stetige umkehrbare Funktion ~ (x), die der AB~Lschen Glei- 
ehung (3) gentigt, eine ,,Stnfungsfunktion zu / ( x ) "  heil~en. Die naoh (4) 
gebildeten Funktionen /[k](x) heiBen 0,Stuflmgen y o n / ( x ) " ,  und zwar ,,AuL 
stufungen" ffir k > 0, ,,Abstufungen" fiir k < 0, ,,natiirliche Stufungen", 
wenn k einen Wert aus der Folge der natiirliehen Zahlen 1, 2, 3 . . . .  hat, 

~) N.H. ABEr,, (:Euvres complb.tes, 2. 6d., Christiania 1881, Bd. II, Nr. VI, 
S. 36--39. 
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,,natiirliche Abstufungen" ffir negativ ganzzahlige k, , ,Zwischenfunktionen" 
fiir gebrochenes k. Die St, ufungsregeln (2) gelten dann fiir alle reellen m u n d  n, 
soweit die betreffenden Stufungen von / (x )  sieh bilden lassen. 

An Stelle der Hilfsfunktion 1 + u, die in der ABELschen Gleichung auf- 

t r i t t ,  kann man aueh c - u  mi t  0 ~= ]c] =~ 1 nehmen und gelangt so zu der 
ScHz~Ov~.Rschen Gleiehung 9.) 

(5) c .  ~ ( z )  = ~ ( l ( x ) ) ,  

deren LSsung ebenfalls die Stufungen y o n / ( x )  liefert: 

/[k]CZ) = ~[-1](Ck' ~D(Z)). 

Zu analytischem /(x) lallt sich ziemlieh leicht eine analytische LSsung 

der ScsrRfiDErtschen Gleichung (5) finden, wenn man einen Ruhepunkt  

z0 = / ( z0 )  der Abbildung z -+/(z)  hat,  in dem auBerdem 0 ~ § 1 ist. 
Abet reelle Funktionen haben nieht immer reelle Ruhepunkte ,  wie sehon das 
Beispiel/(z) = e z zeigt; die komplexen Ruhepunkte  ffihren dann in der Regel 
nieht zu reellen (d. h. fiber der reellen Aehse reellwertigen) T.Ssungen ~p(x) 

yon (5), und auch die daraus zu gewinnende Lfisung VJ(x) = log VJ(x) : log c 
yon (3)pf legtniehtreel lzusein .  Die vielenundreichhalt igen Untersuehungena) 
fiber die I terat ionen snalytiseher Funktionen im Komplexen,  die sieh besonders 

eingehend mi t  der Na tur  tier Ruhepunkte  befassen, sind daher ffir eine LSsung 

der entspreehenden Aufgabe im Reellen ohne groBen Nutzen. Ers t  neuerdings 
ha t  Herr  KNESER naeh ersten Ans~tzen yon BENNETT 4) fiir die Funktion e z 
einen Weg gewiesen, um aus dem Komplexen eine auf der reellen Achse 

reelle und regul~re L6sung der AsET.sehen Gleiehung zu gewinnen 5). 

2) E. SCHRODER, Math. Ann. 3 (1871), S. 296--322. 
a) Ohne Ansprueh auf Vollstiindlgkeit seien einige der wiehtigeren genannt, wobei 

insbesondere die Untersuehungen fiber wiederholte Mittelbildung aus mehreren Ver- 
~nderliehen nicht beriicksiehtigt sind: M. A. KOI~KINE, Bull. Sci. Math. (2) 61 (1882), 
S. 228--242; J. FARKAS, J. Math. put. appl. (3) 10 (1884), S. 101--108; O. K(ENIGS, 
Bull. Sci. Math. (2) 7~ (1883), S. 340--~57; C. R. Paris 99 (1884), S. 1016--1017; 
Ann. Ecol. norm. (3) 2 (1885), S. 385--404; L. LEAL'; Ann. Toulouse 11 E, S. 1--110; 
P. FATOU, Bull. Soe. Math. France 47 (1919), S. 161--271; 48 (1920), S. 33--94, 
208--314; J. Math. pur. appl. (9) 3 (1924), S. 1--49; G. Jt~LIA, ebenda (8) 1 (1918), 
S. 47--245; Acta Math. 56 (1931), S. 149--195; 58 (1932), S. 407--412; P. MONTEL, 
Ann. Ecol. norm. (3) 50 (1933), S. 171--196; J.~'OLFF, Bull. Soc. Math. France 57 
(1929), S. 195--203; C. R. Paris 194 (1932), S. 833--834; G. VALId, ON, Bull. Sci. Math. 
(2) 55 (1931), S. 105--128; I-I. CR~M)~R, Jahresber. D. M. V. 33 (1925), S. 185--210; 
Bet. Verh. Sachs. Akad. Leipzig 84 (1932), S. 291--324; Math. Ann. !10 (1935), S. 739 
--744; I-l. TI3PFER, Math. Ann. 117 (1940), S. 65--84. 

~) A.A. BENNETT, Ann. of Math. (2) 17 (1915), S. 23--60, 74--75. 
s) H. KNESER in einem Vortrage auf der Mathematiker-Zusammenkunft im 

Oktober 1942 in Freiburg i. Br. -- Meine Kenntnis des Inhalts verdanke ich einer 
freundlichen brieflichen Mitteilung von Herrn Prof. KNESBE. 
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Die naehstehenden, ganz im Reellen verlaufenden Ausftihrungen zeigen 
in w 2 ffir eine mit  Rfieksicht auf eindeutige Umkehrbarkeit ausgew~hlte 
Funktionenklasse S, dab es zu jeder stetigen reellen Funkt ion / (x)  aus S mit  
endlichvielen oder unbeschr~nkt vielen stetigen Ableitungen eine reelle 
LSsung der AB~.,.sehen Gleiehung mit  denselben Stetigkeitseigenschaften 
gibt, die sich also vermSge (4) auf aUe Stufungen yon / (x )  fibertragen. Zum 
Beweise werden im AnsehluB an eine Methode, die Hu~wITz bei linearen 
Differenzengleiehungen benutzte 6), BE~ouLLIsche Polynome verwendet. 
w I bringt vorbereitend die Abgrenzung der Klasse S und einen Hilfss~tz, 
w 3 den Konvergenzbeweis ffir vollableitbare reelle Funktionen. Aus einer 
in w 4 bewiesenen Determinantenformel ffir die Ableitungen der Zwisehen- 
funktionen ~4rd in w 5 eine Bedingung hergeleitet, welche die Stufungs- 
funktionen zu erfiillen haben, wenn Vollmonotonie y o n / ( x )  bei der Bildung 
der Zwischenfunktionen erhalten bleiben soll. 

w 

u 

Erk l /~ rung  1. Eine Funktion / (x )  gehSrt zur Klasse S (,,stufba~e 
Funktionen"),  wenn sie folgende Eigenschaften hat :  

1) /(x) ist fiber einem Abschnitt (a, b) der reellen Geraden als reelle stetige 
Funktion erkl~rt: -- ~ < a < b =< -t- r162 

2) / (x )  ist in (a, b) eine wachsende Funktion: ffir a < xl < z~ < b ist 
stets /(~1) < ](x2). 

3) In (a,b) g i l t / ( x )  > x. 

4) Der Wertebereich yon / (x )  deckt sieh ganz oder zum Tell mit  dem Er- 
lim /(x) ----/(b -- 0) gilt kl~rungsbereich: mit  :r ~- x-+alim/(x) : / ( a  + 0), [~ ~- x .-+b 

a < ~ < b ~ f l .  

Beispiele: /(x) = e ~ ( t t - =  --r  ~ = 0 ,  b = fl = + r  / (x)  = x A -  
+ l ( a = ~ r  = - - ~ ,  b = ~ = - 4 - c o ) ;  / ( x ) = - e . x  ( a = a - = O ,  b = ~  

= + l( l = a r c s i n  = 0 ,  b = 1, = I s t  n u r  d i e  d r i t t e  

Bedingung nicht erffillt, so kann man doch ffir jede reelle Funktion / (x), m.~ 
welche sich die dureh ](x) -=- x gegebenen Ruhepunkte nicht im Endlichen 
h'~ufen, den Abschnitt (a, b) so in Teile zerlegen, dab in jedem entweder 
/ (x)  > x oder/(x)  < x gilt; in dem letzten Falle ist dann eben /[-l] (x) > ~.~ 

e} A. HURWITZ, Acta Math. 20 (1897), S. 285--312. 
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E r k l ~ r u n g  2. GehSrt f(x) zu ~q, dann heiBt eine Funktion 9(x) eine 
ABELsche Stufungsfunktion (ira folgenden kurz : Stufungsfunktion) zu / (x) ,  
wenn sie folgende Bedingungen erfiillt: 

1) ~2(x) ist in (a, fl) als reelle stetige Funktion erkliirt; 

2) ~(x) ist in (a, fl) eine steigende Funktion:  ftir a < xl < x~ < fl ist 
stets el(x1) < ~(x~); 

3) ~(x) erffillt ffir x in (a, b) die AS~Lsehe Gleiehung (3). 

I)ureh diese Eigenschaften ist ~(x) bei gegebenem/(x) noeh nicht ein- 
deutig bestimrnt. Eine nieht wesentliche Unbestimmtheit  besteht darin, 
dal] mit  jedem ~(x) aueh ~0(x) q- G eine Stufungsfunktion zu / (x )  ist. Diese 
Konstante l~13t sieh festlegen, indem man einen Punkt  x o in (a, b) wfihlt und 
dort ~ (xo) = 0 vorsehreibt. Setzen wir weiter 

t (X0)  ~--- X l ,  / ( X n - i )  == X n : / [n](X0) , (6) 

so wird wegen (3) 

(7) q~(xl) = l, ~)(~n)  = n. 

Der Absehnitt  (Xo, Xl) soll Hauptabschnitt  yon ~ (x) heiBen. DaB auch dureh 
die Vorsehrift ~0(x0)= 0 die Stufungsfunktion noeh nieht eindeutig fest- 
gelegt ist, lehrt 

S a t z  1. Es sei s(t) eine sterile reelle Funktion, die den drei Bedingungen 

f lY,I t :  
1) s (O )= O;  2) s ( t + l ) = s ( t ) + l ;  3) s ( t l )<s( t2)  f f i r t l < t 2 .  

Ist dann welter ~p(x) eine Stu]ungs/unktion zu der Funktion /(x) aus S, so daft 
~2(xo) --= O, dann ist auch ~(x) = s(q~(x)) eine Stu/ungs/unktion zu /(x) mit 
~p(xo) = 0; umgekehrt hat jede Stu/ungs/unktion, die bei Xo verschwindet, die 
Form s(q~(x)), wobei s(t) die drei obigen Bedingungen er/i2llt. 

Der leicht zu fiihrende Beweis dieses schon bekannten Satzes kann hier 
unterdrfickt werden. Die darin auftretenden Substitutionen s(t) haben also 
die Eigenschaft, dal~ s (t) -- t = h(t) eine periodisehe Funktion yon t mit der 
Periode 1 ist, welche f i i r t  = 0 verschwindet und niemals so rasch f~llt: wie 
ihr Argmnent w~ichst: h(0) == 0, h(t § 1) ~ h(t), h(t2) -- h(tl) ~ -- (t2 -- tl) < O. 

Aus den in der Erkl~irung 2 geforderten Eigensehaften einer Stufungs- 
funktion q~(x) ergibt sich, dab sie eine eindeutige Umkehrung q3[-li(x) hat,  
so dal3 sieh die Zwisehenfunktionen nach (4) eindeutig bilden lassen. ~Nur die 
natfirliehen Stufungen und Abstufungen yon /(x) sind durch ](x) allein be- 
stimmt, die Zwisehenfunktionen h~ngen noeh yon der Wahl der Stufungs- 
funktion ab. Die Aufstufungen /[k](x) (k > 0) sind in (a,/[-kl(fl)) erkl~irt, 
die Abstufungen /t-k](x) (k > O) in (/[k] (a), fl). 
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Der Umfang des Wertebereiehs der Stufungsfunktion ~(x) zu .f(x), 

~ I -~  lim ~ ( y ) - -  l im~0(x) ~- l imsup  (~ (y) - -  ~ (x)), 
y- . . .~  x-.-->~, a < : z ~ y < : f l  

heil~t die ,S tu fba rke i t "  yon / (x); ] (x) ist , ,a r faeh stufbar".  Wenn nicht zu- 
gleich die beiden Ungleichungen a ~ 0c, b < fl erffillt sind, so ist af : co ; 

](x) heil3t dann ,,voll s tufbar" .  Wenn ~(x) -~ 4- oo fiir x--> fl, so heiflt [(x) 
,,roll aufs tufbar"  (dies ist der Fall fiir b : / ~ )  ; ist ~ (x) --> - -  0r fiir x --> a, 

so ist f (x)  ,,roll abs tu fba r"  (so bei a -~ ~). Bei endliehem a / s ind  die Zwischen- 
funktionen fill(x) nur fiir ]k I < ~/ erklart ;  fiir voll aufstufbare / (x )  ist k 

nicht naeh oben, fiir voll abstufbare  nieht naeh unten beschr~nkt. I s t  a l  
keine ganze Zahl, so hRngt sein Wert  noeh in geringem Mal]e yon der Wahl 

der Stufungsfunktion ab. 

w 

Aufbau yon Stufungsfunktionen fiir ableitbare S-Fmlkt ionen.  

I s t  [(x) eine S-Funkt ion,  dann kann man eine Stufungsfunktion dazu 
so herstellen : Man w/ihlt ein x 0 in (a. b), bes t immt xl nach (6), bildet fiir den 

Hauptabsehn i t t  x 0 _<Z x ~ xl 'die Funktion 

X - -  ~0 
(8) ~o (x) = t = x ~ -  ~0 

uncl setzt sie in die angrenzenden Absehnitte (xl,  x2) ; (x2, x3) ; �9 �9 und ebenso 
nach der anderen Seite mittels der As~Lsehen Gleiehung fort. Insbesondere 

wird fiir x_l  ~ x ~ Xo, d .h .  fiir Xo <~/(x) ~ x 1 

(9) q~o (x) -u ] : ~o (/(x)) = 'fo (x) ----- ! (x) - -  zo 
' Xl -- ~O 

Diese Funktion ~po (x) ist dann in Xo (und daher, weft sie ihrer Herstellung nach 
die ABELsehe Gleiehung (3) erfiillt, in allen Naehfolgern und Vorg~.ngern 
yon x0 ebenfalls) stetig, gemigt also allen Vorsehriften der Erkl~rung 2. 

Eine Funktion mit  stetigen Ableitungen beliebiger Ordnung mSge fortan 
als ,,voll~bleitbar" bezeiehnet werden, in Anlehnung an Ausdrficke wie 
, ,vollmonoton", , ,vollkonvex". - -  Alle natiirliehen Stufungen ][n](x) sind 
offenbar zugleich m i t / ( x )  selbst r-mal stetig ableitbar oder vollableitbar. Das 

gibt Anlal~, dieselbe Eigensehaft aueh von allen Zwischenflmktionen fk](x) 
zu fordern; und zwar aueh hinsiehtlieh der Stufungszahl k. Hierzu ist es 
offenbar hinreichend, wenn die Stufungsfunktion ~ (x) dieselben Eigenschaften 
hat. Andererseits ist das aueh notwendig, denn dureh eine best immt gegebene 
Sehar soleher Zwisehenfunktionen/k(x),  die den Stufungsgesetzen (2) folgen, 
ist naeh (4) ~uch die Stufungsfunktion bis auf eine Konstante  eindeutig 

best immt:  setzt man ~ (Xo) ----0 und 16st f[kl(Xo) : X nach k auf:  k ~ Z(x), 
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so ist 9(x) = Z(x) die zugehSrige Stufungsfunktion. Diese Forderung l~Bt 
sich erfiillen : 

Sa t z  2. Zu einer r.mal stetig ableitbaren (vollableitbaren) Funktion / ( x) 
aus S gibt es stets eine r-real stetig ableitbare (voUableitbare) Stu/ungs/unktion 
~(x); die damit ntwh (4) 9ebildeten Zwischen/unktionen /tkl(x) sind eben[aUs 
r.mal stetig ableitbar (vollableitbar ). 

Ist  dieser Satz bewiesen, dann folgt aus Satz 1 bei Verwendung einer 
ebensolehen Substitution s (t), dall es unendlieh viele sol'ehe Stufungsfunktionen 
gibt. Die gesuehte Stufungsfunktion wird nun gewonnen als Glied (fiir voll- 
ableitbares/(x):  als Grenzfunktion) einer Folge qo(X), ~91(X) . . . .  ~ n ( X )  . . . .  

yon Stufungsfunktionen zu/ (x) ,  yon der das Anfangsglied dureh (8) gegebe, 
ist und in der q~(x) stetige Ableitungen bis zur n-ten Ordnung hat. Naeh 
Satz 1 gilt dann: 

(10a)  S0(t) = t, S . ( t )  = s ~ ( S . _ l ( t ) ) .  

Dabei mfissen s.(t) und S.(t)  die drei Bedingungen yon Satz 1 erfiillen, 
s.(t) mug stetige Ableitungen bis zur Ordnung n -- 1 haben, und die n-re Ab- 
leitung yon s~(t) mull be i t  = 0 einen Sprung yon soleher Griille haben, dall 
der Sprung der n-ten Ableitung yon q . - 1  (x) an der Stelle Xo in q.(x) gerade 
aufgehoben ist. 

Ffir diese Zweeke sind die BE~NOUL~,Ischen Polynome geeignet; es folge 
daher eine Zusammenstellung ihrer Erklarung und Eigensehaften~). Mit den 
Konstanten 

B~ 2 ~t (11) ~" : -  "h-T' so dab also fl,~u'* ~- - - e  u -  1' 
7 | ~ 0  

werden die Funktionen h ,  (t) in (0, 1) erkl~rt als die B~.l~OVLLIschen Polynome 
mit dem Anfangswert 0, fiir n > 1 noeh vermindert um ein Anfangsstfick 
ihrer Fourierreihe, dessen I~nge spiiter bemessen werden sell: 

(12) he (t) = t, 
2 n + l  ~ N 
l t X 25ir12~'' h2. (t;N) = ~ ' f l2 .+1-~  -~- (--1)'*- (n > 1), 

~t-~l I,==1 (2 g y ) 2 n + l  - -  

2 n + 2  t~ t .~" 

= Z + ( - 1 )  "" ,~ffil , = 1  ( 2yg~)2, t+2 ( n  ~ 0 ) .  

T) Vgl. K. KlqoPP, Theorie und Anwendung der unendlichen Reiben, 3. AufL. 
Berlin 1931, S. 541--542, 550--552; N. E. NORLUI~D, Vorlesungen tiber Differenzen- 
rechnung, Berlin 1924. 
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Se tz t  m a n  wei ter  
N 

k:t ~,--~1 2 
(13) C k (N) ---- /3~ - -  cos - ~ - -  (2 ~-,)r (k > 1), 

also CI (N)  ----- - -  �89 Go.,~+I(N) = 0 (n > 0), dann folgt aus  den bekann ten  

Eigensohaf ten  der  BEa~-owLIsehen Funk t ionen :  

(14) lira C , , ( N ) = 0 ;  lira h,,(t;N)=O ffir r ~ > l ,  gleichmi~Big in (0,1>. 
N - - - ~  oo N- - - ) -  co 

Ferner  is t  

(15) h . (O;N)  = 0; 

(~t) ~h . ( t ;N)  ,=o = C.+l -k(N)  ( 0 < k  ~ n); 

(d\n +l_ _ t=o  t ~  (2 N -~- 1 ) a t  
~) n . ( t ; / v )  = s in~ t  ; 

(16} h.(t;N) = (-- 1)"+lb.(1 -- t ; N ) ;  

N) t=o d ~ N) t= l  

d n t=o  1 d n t = l  1 

(18) h'(t;N) =h,_~(t;N)-f-O,,(N) (n>O; odor n = 0 ,  t ~ 0 , 1 , 2  . . . .  ). 

Aus (18) folgt dureh  In t eg ra t ion  yon 0 his 1 die Ungle iehung 

[ (7.(N)[ =< max ] h . - l ( t ; N )  I 

und d a m i t  wegen (16): 

(19) ih,,(t;N)] < max [ h . _ l  ( t ;N)]  

Aus (18) folgert  m a n  wel ter  

[h~,(t;N)[ < m a x  [l~._l(t;N)[ 

weil  nun  aus  (19) und  (12) leicht  

( 0 < / < l ; n  > 0 )  

( 0 ~ t  ~1;  n > 0 ) .  

3 + ( - - I ) " .  
2 

1 
(20) 1 h . ( t ;  iV)] _ m a x  i hi  (t ; N )  l < . , .  N 

zu besti~tigen ist, so f indet  m a n  fiir die Able i tungen die Abschi~tzung 

l~+q I 
(21) lh~ ~ (t;N) I < 2[ - ~ ] .  maxlh.-k(t;N)l < 21[-2-J.~.N. 

W/ihlt  m a n  nun  die in (10) auf t re tende  Subs t i tu t ion  s,(t) in der  Ges ta l t  

(22) sn(t) = t + c n ' h ~ ( t )  mi t  ha(t) =hn(t;Nn) fiir 0 < t  ~ 1 ,  

wobei  fiber die beiden GrSllen v~ und  N~ noeh passend verf i igt  werden kann ,  
so erffillt dieses sn(t) naeh (15) die ers te  Bedingung yon Satz  1. 9n(x) ist  
dami t ,  wenn 9~_ t (x) berei ts  festgelegt  ist, im H a u p t a b s o h n i t t  x o --< x ~ xx 
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b e s t i m m t ;  setzen wir  ~n(x) in die angrenzenden  Abschn i t t e  funkt iona l  for t  
[das ist:  mi t t e l s  der  AB•Lschen Funkt iona lg le ichung (3)], so ergibt  sich ffir 
sn (t) dabe i  eine For t se t zung  nach der  Gleichung s~(t-]-1) ~ s~(t) ~- 1, also 

die zwei te  Bedingung  yon Satz  1. U m  auch  der  d r i t t en  Bedingung Genfige 
zu tun,  muB in (0, 1) 

(23) c~ .  h i ( t ;  N~)  > - 1 

gel ten  ; da rau f  ist  bei  der  Wah l  yon cn und  N,z Ri icks icht  zu nehmen.  Dal] die 
Able i tungen  yon s,(t) his zur  Ordnung  n -  1 s te t ig  werden,  ergibt  die 

Fo rme l  (17). J e t z t  gilt  es, cn so zu bes t immen ,  dab  auch die n - te  Able i tung 
yon Cn(x) s te t ig  wird. Als Uns~etigkeitsstel len k o m m e n  nur  die P u n k t e  

Xo, x 1 usw. in B e t r a c h t ;  und  ist  die n- te  Able i tung yon Cn (x) an einer dieser 
Stellen s te t ig  gemacht ,  dann  ist  sie vermSge  der  funkt ionalen  For t se t zung  auch 

an allen anderen  stetig,  die Ste t igkei t  der  n - t en  Able i tung  yon / (x)  dabei  
vorausgese tz t .  

Zur  Abkt i rzung  werde  

(24) ~%(](x)) -~ ~on(x) ffir Xo ~ / ( x )  -~ xl 

gesetz t ;  diese Funk t ion  ~o,(x) ist also jedenfal ls  in einer l inksseit igen U m -  

gebung (x o - -  ~, x0) des Punk t e s  xo erkl~irt. W i r d  r (x) funkt iona l  fiber den 
P u n k t  x o nach  l inks for tgesetzt ,  so en t s t eh t  dor t  nach  (3) und  (24) die Funk t ion  

~o~(x) - -  1. D a  ihre Wer t e  links yon x o nach  (24) durch  die Wer t e  yon ~on(x ) 
im H a u p t a b s c h n i t t  l inks yon x 1 b e s t i m m t  sind, so schliel]t sie sich bei x o 

s te t ig  an die Wer te  an, die ~n (x) im H a u p t a b s c h n i t t  rech ts  yon x o a n n i m m t  : 
fiir x ---- x o wird yon beiden Seiten her  s te t ig  der  W e r t  0 angenommen.  DaB 

aueh die Able i tungen bis zur  n- ten  Ordnung s tet ig  sein sollen, wird dureh  die 
Gleichungen s) 

(25) Dk~o,~(Xo) --Dkcpn(Xo) = 0 (k = 1 , 2 , . . . , n ;  n = 1 ,2  . . . .  ) 

geforder t .  I m  Falle n ~ 1 nehme  m a n  N1 ~ 0, d . h .  

(26) hi( t)  ---- �89 (t s - -  t); 

die Bed ingung  (25) is t  dann  dureh  

(27) el : 2 1 - -  ~" (~o) 
i + / ~  (~o) 

zu erfiillen. Es wird dann 

S~ (t) = 2 1. t ~-1' (fro)" ( l - - t )  
i ~- (Xo) ' 

s) Die im folgenden benutzten Bezeichnungen und Formeln sind zusammen- 
gestellt in der Mitteilung des Verf. ,,Die Kettenregel fiir h6here Ableitungen", Math. 
Zeitschr. 48 (1943), S. 735--746, weiterhin mit , ,K" angefiihrt. 
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also s~(t) > 0 in (0, 1); s l ( t )  erfiillt  mi th in  auch die dr i t te  Bedingtmg yon 

Satz  1. 

A n g e n o m m e n  je tz t ,  die Forderungen  (25) seien fiir 1 , 2 , . . . , n -  1 
an  Stelle yon n erfiillt. Sie lassen sich un te r  B e a c h t u n g  yon  (22) folgender- 

m a B e n  u m f o r m e n  : 

D k ~o,,(xo) - -  Dkq'n(xo) = {D ~ %,-1(xo)  - -  DT'~o,~-l(Xo)} "b 

+ h.  - D,* h .  

= {D k ~ ' . . - l (Xo)  - -  .DkqJ.-~(Xo)} + 

k 
+ c . . . ~ l {h} : ' )  (1) . D k .  v2 ._ l (xo)  - -  h~ ) (0) �9 Dk.~o._l  (xo) }. 

I s t  nun k < n, so verschwinde t  die erste K l a m m e r  nach  Vorausse tzung;  in 

der zweiten (unter  dem Summenzeichen)  ist nach  (17) fiir ~ < n h~')(1) 

= h (') (0), so dab  i ibr igbleibt :  

k 

o k ~ .  (Xo) - D k ~ . ( X o )  = c . .  27 ~,}:)(0). {Dk,  ~ . _ ~  (xo) - -  D ~ . q , . _ ~  (xo)}. 

Die in den K l a m m e r n  reeh te r  H a n d  s tehenden Different ia lausdri ieke yore  
Grade  u und  der  Ordnung  k sind P r o d u k t s u m m e n  aus den Able i tungen erster  

bis ( k +  l - - v ) - t e r  Ordnung  von ~p~_l und  ~ _ 1 ,  wobei k - ~ l - - u ~ }  
n -  1 is t ;  diese s t immen  an der  Stelle x 0 nach  Vorausse tzung fiir die 

beiden Funk t ionen  iiberein, so dab  jede K l a m m e r  u n d  d a m i t  die ganze recl~te 

Seite verschwindet .  Mithin ist ~ (x) bei funkt ionaler  For t se t zung  samt  seinen 
Able i tungen bis zur  Ordnung  n - -  1 stetig,  und  es b le ib t  nur  noch der  Fal l  

k = n zu un te rsuohen .  

Die Ste t igkei t  der n - ten  Ablei tung laBt s ich  im al lgemeinen nur  dureh  

b e s t i m m t e  Wahl  yon c~ erreichen. Es  ist  n~m]ich 

D " % , ( X o )  - -  D"tf,~(Xo) = {D'~,p,,_l(xO) --  D'q)n_l (x0)}  + 
n 

+ c .  ",,~:t {h}~') (1).  D,~,, v2,~_ x (Xo) - -  h}~")(0) �9 D. , ,~ ._l(Xo)}.  

I n  der S u m m e  ist fiir v ---- 1, 2, . . . ,  n - -  1 naeh  (17) h~") (1) = h~ hingegen 

fiir v = n  h~') (1) ---- + � 8 9  h~~ = - - � 8 9  

D ~ v/.(xo) - -  D"qJ.(xo)  ---- {D" v/n_l(Xo) - -  D ' ~ . - l ( X O ) }  § 

q- c . .  {�89 ( D . ~  ~ . -~(Xo)  + D . .  ~ _ ~ ( x o ) )  q -  

n - 1 

+ z~ h/~')(0) �9 (D.~ ~p._l(Xo) - -  D. , ,~ ._ l (xo) )} .  

M a t h e m a t i s c h e  Zeitschrift. 40. 33 
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Weil nun in Dn~ nu t  die Able i tungen  bis zur  Ordnung  n + 1 - -  ~ auf t re ten ,  
ist  hierin nach  Vorausse tzung  fiir 2 ~ ~, ~ n D,~ ,. ~ - l ( x )  = D,~,.r 
~ b r i g  b le ib t  daher  

~D~ D~ v2.(Xo) - D"q~.(Xo) = L ~ - l ( X o )  - -  D"q~,~_l(Xo)} + 

+ r  {D.nep._l(xO) @ h'. (0)" ( D . i  ~)n--i (X0) - -  D n l ~ , n _ l ( x o ) ) )  

= {1 + c . -  O . (N . )}  {D" ~ ._ , (Xo)  - -  D"q~.,,-l(Zo)} + on" (~,;_, (x))". 

Dieser  Ausdruek  sell versehwinden;  dazu muI~ man c~ den Wer t  erteilen 

(28a) c .  = - -  {D" ~P.-l(Xo) - -  ~nq 'n- l (Xo)}  

: c .  (N.) .  -D'q,._,(Xo))}.  

Wenn  nieht  sehon zuf~llig D "  ~p. ~ l =: Dn?,~- t ist und daher  c~ = 0 wird, 
so l~gt  sieh dafiir  eine schSnere Fo rm f inden:  

(28b) 1 , ) n -~ + On(N,,} + (9,,_~(Xo ) : {D"~p,,_~(Xo) - -D' , fn_l(xo)}  = O. 

cn hiingt h iernaeh zwar , o c h  yon N~ ab, s t reb t  aber  bei waehsendem Nn 
( P wegen (14) und  wegen T,_l(X) > 0 gegen einen endliehen Grenzwert .  Man 

kann  in dieser Formel  fiirc,,  noeh den EinfluB der  zu s tufenden Funk t ion  ](x) 
yon dem der bisher au fgebau t en  Subst i tu t ion  S , _ l ( t )  t rennen.  Naeh  (10) 
und  (24) ist 

"Dn ~')k(XO) - -  nn~0k(~0)  = , .~1 {D" Sk(1) �9 D.,.  ~o (Xo) - -  D"S~,(O). D.,,q,o (Xo)}. 

N u n  folgt  aus  (8) 

Dn.~po(Xo) = 0  fiir 1 ~ v ~ n ;  = ( x l - - x o )  -'~ fiir v - = n ,  

und  naeh (8) und (24) wird 

D., ,  V2o (Xo) = Z D.~ [(Xo)" D.,, q~o(XD = ( x  I - -  X0) - r "  n n r / ( X 0 )  ; 

sehre ib t  m a n  also zur  Abki i rzung 

(29) /.,. = (xz -- Xo)"-"" D.,. [(Xo), 

so n i m m t  (28b) diese Ges ta l t  an :  

t n J ~ ' 1  r ( 2 8 0 )  C n ~-- - -  1 : ( ~ n ( N n ) - 4 - ( ~ ; , _ 1 ( 0 ) )  " : (  / n r D  ~ n _ 1 ( 1 ) - - n n ~ . ~ n _ l ( 0 ) ) } .  

Wird  c .  gem~g der  Bedingung (28) gew~hlt ,  so ist die n - te  Able i tung von 
ep~ (x) iiberall s te t ig ;  dami t  auf lerdem 9% (x) s te ts  zunehme bei waohsendem x, 
ist  die Bedingung (23) einzuhal ten.  Wegen  (18) und  (14) kann  m a n  dafi ir  
dureh Wahl  eines hinreichend groBen N~ sorgen, we l l  dann  die l inke Sei te  
yon (23) beliebig nahe  an Null  h e r a n k o m m t .  Die Abhiingigkeit  des c~ yon N~ 
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kann dabei nur verz6gernd, aber nicht hindernd wirken, da c n bei wachsendem 
N~ beschr~nkt bleibt. 

So ist jetzt im Haupt~bschnitt (x0, xl) eine Folge yon Stufungsfunktionen 
~ (x) erkl~rt, die darfiber hinaus nach der AB~Lschen Gleichung fortzusetzen 
sind; ~n(x) ist saint seinen Ableitungen bis zur n-ten Ordnung stetig. Wenn 
/(x) stetige Ableitungen bis zur Ordnung r hat, so |~Bt sich diese Folge der 
~ (x) bis zum Gliede mit ~ = r aufbauen. Ffir endlich-oft s~etig ablei~bare 
Funktionen /(x) ist der Satz 2 damit bewiesen. 

w 

Die Konvergenz bei vollableitbaren S-Funktionen. 

Um fiir vollableitbare Funktionen /(x) eine Stufungsfunktion mit der 
gleichen Eigenschaft zu erhalten, geniigt es nicht, nur die Konvergenz der 
vorhin aufgebauten Folge {~(x)} zu zeigen, sondern man muB nachweisen, 
dab diese Grenzfunktion wachsend und vollableitbar ist; das ist jedenfalls 
dann der Fall, wenn fiir beliebiges k die Folge der Ableitungen {~)(x)} gleich- 
ms konvergiert und die Ableitungen ~ ( x )  einen positiven Grenzwer~ 
haben. Diese Anforderungen kann man in der Weise erfiillen, daiS man eine 
konvergente Folge positiver Zahlen ~, annimmt: 

(30) ~ > 0; ~ en < oo 
n ~ 2  

und dann die Zahlen N~ so groft w/~hlt, dall auBer der Ungleiehung (23) aueh 
die Ungleichung 

~. also ~. !31) N~ > - : ,  ~ < ~. 

besteht; das ist wiederum trotz der Abhangigkeit des v~ yon N= m6glich, 
weil c~ bei wachsendem N ,  nicht unbeschri~nkt zunimmt. 

Zun~chst ist unter diesen Voraussetzungen die Folge q= konvergent: 

denn 
n n 

~ n ( T I  : ~ 0 ( Z )  -~- X I ( ~ , ( Z ) =  - -  ~ , _ I ( X ) )  ~--- ~ 0 ( X )  2C ~ ' l C , , h r ( q ~ , _ l ( Z ) ) , , =  

und da die reehte Seite fiirn--~ oo wegen (20), (31) und (30) gleiehm/%Big 
beschr/~nkt ist, so ist die Grenzfunktion q~(x) vorhanden: 

ce 

(32) ~(x)  = |ira q,(x) -- q0(x) -t- ~' c,h,(q,_l(z)).  
n ---)- oo ~- -  

Auch die Folge der ersten Ableitungen konvergiert: Es ist 

n 
+ c,. h',.(~,_l (~))}, 

33* 
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uud d~eses Produkt konvergiert flit n - ~  oo absolut und gleichm~l~ig in 
(Xo, xl), weft es die Summe 

co  

,1,= ~,. h', (v,,_~ (~)). 
nach (21), (31), (30) tut.  Fiir die Ableitung der Grenzfunktion erh~ilt man also 
den Ausdruck 

~,(~) = ~ n  ~ ( x ) =  ~ ( ~ ) . / 1  {1 + c,,~;(~,,_~ (~))}. 
Wenn 

(33) /I(1 + I~,1" max h',(t)l) = A  
�9 -----I 0 < t < l  

gesetzt wird, so ist ffir alle ~ und ffir t in (0, 1) 

(34) 0 < S[ (t) ~ A < ~. 

Wegen der Konvergenz des Produktes ist der Grenzwert ~'(x) yon Null 
verschieden, und zwar positiv ~ls Grenzwert der positiven GrStlen @~ (x). 
O(x) ist also eine wachsende Funktion. 

Es bleibt noch die Konvergenz der hSheren Ableitungen zu untersuchem 
Die k-te Ableitung yon @~ ist 

D~V.(x) = D~S.(q;o(X)) -- ~ D*8.(~Vo(X)) .D,a ~Vo(X); 

weft nun ~o(X) linear in x is~, so zieht sieh die Summe auf das Glied mit 4 ---- k 
zusammen : 

D ~ .  (x) = D~ k ~o (x) �9 D ~ 8 .  (t), 

und zu prfifen ist, ob der zweite Faktor ffir n -+ oo gleichm/~13ig in (0, 1) 
konvergiert. Nun ist wegen (10a) 

(35) D ~ S,~ (t) = Z D~o ~1 sl "Da 1 ~, s 2 . . -  Da,~_ i a. s . ,  (a) 

zu erstrecken fiber alle (" +b--k_l 2) verschiedenen Zusammenstellungen 

(4) = ( ~ ,  4~ . . . .  ,4n), welche mit  den Ungleichuugen 

k - - - - 4 o ~ 4 i ~ 4 s _ ~ . . -  ~ 4 , _ 1 _ ~ ,  = 1  

vertr~glich sin& Demnach ist auch 

(36) ID* ~,l  _~ X]Dao~,Sa].. .  lOa._~a s,I. (a) 

Hierin bedeutet naeh der Formel yon Faa DI BRuNo 

(q) "~z ! ~]s! \2 U ~/3! ~3 !] " " ,  
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zu erstrecken fiber alle Zusammenste l lungen (7) = (Th, 7 2 , . . - )  aus ganzen 

n ichtnegat iven  Zahlen, fox welche die beiden Bedingungen erffillt sind 

~ h + 7 2 + 7 3 +  . . . .  ~; 1 7 1 + 2 ~ 2 + 3 7 a +  . . . .  /z. 

Mit / )* ,  s werde nun  der Ausdruck  bezeichnet ,  den man  aus D,~  s erh~lt, 

wenn man  in dieser Darste l lung die erste Able i tung s '  durch  1, alle hSheren 

Ablei tungen durch  ihren Be t rag  ersetzt.  Es  ist also 

I . '  . . . .  ( : O  . -  I ) . .  (37) * 1 1 1 ~2 1 1 S'"  ~3 
�9 ~I ! ~h! ~ ~a ! ' 

worin die Summe fiber dieselben Zusammenste l lungen (7) auszudehnen ist. 

Dann  gilt offenbar die Abscht~tzung 

<= (I + iv, h,,(t)l) .D~_~x s,. 

Hier ist der zweite Fak to r  nur  dann  von 1 versehieden, wenn ,;iv_ 1 > ~,. 

Bei einer bes t immten  Zusammenste l lung (~) ist das hSchstens (k - -  1)-real 

der Fal l ;  die betreffenden Fak to ren  dieses Gliedes in (35) s e i e n . . . D a ~ 8  ~ 

�9 . .D~rs~ .  . . . .  w o b e i . . .  < # < v < - - -  und  - - . > c r  sein 
muB. Das  entspreehende Glied auf  der reehten Seite yon  (36) l s  sieh 

dann  absch~tzen durch  

[D~oz sj) .. . iDa,  ~,  s,~ l <-_ l 'I  (1 + ]c,h,,I)t ( . . . D * : s , . D ~ r s , , . . . } .  
- ~ = 1  

Dieselbe Zeigerfolge (n . . . . .  ~,/~, y . . . .  I) k o m m t  nun  in (36) mi t  allen ~m~g- 

lichen Folgen ( . . . .  /~, v, . . . )  vor,  far  welehe die Ungleiehungen gelten 

(1 = )  .- �9 < # < ~ < - . .  ( ~  n). Beriieksiehtigt  man  noeh alle (der Anzahl  

naeh 2 k-e) versehiedenen Zeigerfolgen ( . . . .  ~, j~, y . . . .  ), so erh~lt man  sgmt- 

liehe Glieder yon  (36). Mithin flieBt aus (36) die Abseh/~tzung 

l l {. * �9 * = �9 �9 " D , ~ % ' D ~ s , "  �9 "}. 
v=l . . .  a,~ . . . . . .  /~ <, '  ... 

Die rechte Seite wird weiter vergrSgert ,  wenn man  die einschr/~nkenden Be- 
dingungen �9 - �9 < # < v < �9 .- fallen lt~Bt; dann  kann  jeder F a k t o r  fiir sich 

summier t  werden. I n  Verb indung  mi t  (34) folgt nun 

(38) tDk~f,~fx)[ ~ A  y`" X . . .  (Z ,D*:  s,) (XO'~y s,) . . . .  
... 0;~ .,. V -- v 

Der Fak to r  yon A ~ ist eine Summe yon  2 ~-~ P roduk ten  aus je hSehstens 

--  1 Fak toren  der F o r m  ~ D * f l  s, ; wenn bei n--> oe diese Fak toren  kon- 

vergieren, dann  auch  die linke Seite yon  (38). Und  da  zufolge (21), (30), (31) 

eine Summe wie 

Y 
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fiir m ~ 1 gleiehm~Big in (x0, xl) konvergent ist, so gilt das erst reeht flit 
eine Summe fiber Produkte yon hSheren Ableitungen der s, wie sie die Fak- 
toren ~ D*g s, in (38) naeh (37) darstellen. 

Die Folge der/c-ten Ableitungen D ~ .  (x) konvergiert also absolut und 
gleichm~ig in (x0, xl), strebt mithin gegen die (hiernaeh vorhandene) k-te Ab- 
|eitung der Grenzfunktion ~(z) :  d. h. ~i(x) ist vollableitbar. Da alle ~n(:v) 
die AB~T.sehe Gleichung (3) efffillen, so trifft sie aueh ftir ~(x) zu. ~(x) ist 
also eine voUableitbare Stufungsfunktion fiir das (dabei gleiehfalls vollableitbar 
vorausgesetzte)/(x); ihre Werte sind aus denen im Hauptabsehnitt nach einer 
der Formeln 

(fm] (x)) ---- r (x) fiir alle ganzen m u n d  x0 _~ x _~ xl,  

oder anders geschrieben: 

(x) = m-}-~(f-~l(x))  [fir alle ganzen m u n d  x~ _~ x ~ zm+l 

zu berechnen. Satz 2 ist damit vollst~ndig bewiesen. Von dieser Funktion 
(x) kann man nach Satz 1 mit einer gleichfalls vollableitbaren Substi- 

tution s (t) zu j eder anderen vollableitbaren Stufungsfunktion fiir / (x) gelangen. 

w 

Die Ableitungen der Zwischeniunktionen, 

ausgedriickt dutch die Ableitungen der Stul~gsbmktion.  

]~s sei ~(x) eine mehrfaeh ableitbare Stufungsfunktion zu f(x). Die 
Zwischenfunktion k-ter Stufe/[~1 (x) ist dann dureh (4) erkl~rt; diese Beziehung 
l~13t sich zerlegen in 

y=/[k].(.~); y__~[-1](z); z = k + u ;  u - - ~ ( z ) .  

Die n-te Ableitung von /[kl(x) wird, falls vorhanden, gegeben duroh 

n 

(39) Da/[kl(~) ---- Z ~[-l](')(z)-Dn,. ~(x). 

Von den beiden Funktionen r und r deren Ableitungen reehts vor- 
kommen, l~.Bt sieh die zweite entbehren. Dazu wende man auf die Identit~t 
x = ~[-l](~(x)) die 0peratoren Dn~ an (~ = 1,2 . . . .  ,n):  

0 -~ ~ Dn,~f(x ) .D,~-l l (u)  (~ = 1 . . . . .  n - -  1); 
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Mit (39) sind d a s n  + 1 Gleichungen fiir die n GrSBen D . ~ ( x ) ,  und die 
Determinante verschwindet daher. Daraus folgt 9) 

l-+i~ 
.D~ f[k](~) -~ (__ l~n+l. (~[-1],'(U))-- ~ , 2 ] .  Det I A , ~ l  (i, i = o . . . .  ~ - i) 

mit den Elementen 

A,k  = ni+l,l~[-1](Z) fill- k = 0; A ~  = D~.l,k ~[-l](u) 

fiir l _ k ~ _ i + l ;  A , k = 0  f i i r i + l < k ~ n - - 1 .  

Die Spalten k = 2 . . . .  n -- 1 dieser Determinante lassen sioh dutch geeignete 
Linearkombinationen in Spalten mit  Ableitungsoperatoren nur ersten Grades 

iiberfiihrenl0), so dab man erhalt  

(-- l)n+l 
(4o~.) D ~ p l  (~) = ( ~ _  2): ' ( ~ t - ~ ' ( u ) )  - ' 2 ' ~ + ~ ' D e ~ l ~ ) l  ( i , ~  = 0, . . .  ~ - -  1), 

wobei die Elemente dieser I)eterminante sind 

(40b) ~(~' D ~+1 ~ ~ ~[-1](z) f f i r ] ~ - 0 ;  ~.(~)-~0~ fiir i + l ~ n - - 1 ; _  

Oi~ ) -~ ~ ) .  n '-~+~ ~r-1] (u) fiir 1 ~ k ~ i + 1 

mit  

( 4 0 c )  ~ )  .-~- ] 

Es ist ebensowohl m6glich, in (39) r (x) zugunsten yon ~(x) auszu- 
scheiden. Eine solche nut  die Ableitungen yon ~ (x) enthaltende Daxstellung 
in Determinantenform l~l~t sich erhalten, indem man die Operatoren D~ 1 auf 
die Gleichung y = T [-11 (~(y)) anwendet:  

] = ~ r - o ( z ) .  f , ( y ) ;  

o = X ~[- l ]  (,) (z) �9 D ~ ,  ~ (y) (~ = 2 . . . . .  n) .  

Es kommt dann heraus 

(41a) 

mit 

(41b) /j~) =D~+l ,  k f ( y  ) fiir l ~ i g n - - 1 ,  1 K k N i + I :  

B ~ ( ' ) = 0  fiir i +  1 < k  < n ;  J ~ )  ~ - D n ~ ( x )  fiir i ~ -n .  k ~- 

I)iese Determinante l~Bt sich jedoch nicht welter vereinfaehen. 

(,?) 
D'~/tkl(x) = (--  1) "§ ( f ' ( y ) )  �9 Det [B}'~)I (i, k = 1 , . . . , n )  

9) Diese Darstellung ist in anderer Bezeichnung sehon 6fters angegeben worden, 
z .B.  yon F. G. TEIXEIRA, Giorn. mat. Battaglini 18 (1880), S. 301--309. 

10) Nach Fortlassung der in der obersten Zeile stehenden Nullen stimmen diese 
Spalten vSllig mit denen der I)e~erminante in K (15) iiberein; es lassen sich also hier 
dieselben Umformungen anwenden, die dort zur Determinante (19) fiihren. 
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w 

Zur Stufung voilmonotoner Funktionen.  

Eine Funktiou g (~) pflegt ,,r-fach monoton"  bzw. , ,vollmonoton" genannt 
zu werden, wenn das Vorzeichen ihrer Ableitungen ffir n = 1, 2 , . . .  r bzw. 
flit a l l en  = 1, 2, . . . durch die Ungleichungen (-- 1) n- Dng (~) > 0 bestimmt 
ist. Im iolgenden handelt  es sioh um Funktionen, deren Ableitungen positiv 
sind und ( r -  i)-fach bzw. vollmonoton. Dafiir eine kurze Bezeichnung: 

E r k l ~ r u n g  3. Eine Funktion ] ix)  heiBt ,,r-fach monoton steigend" 
bzw. ,,~o]lmonoton steigend", wenn sie r-real stetig ableitbar bzw. voll- 
ableitbar ist und fiir n = 1, . . . ,  r bzw. fiir alle n = 1, 2, . . . .  gilt 

( -  1 ) ~ . / ~ / i ~ )  < 0. 

L~ber solche Funktionen gilt 

S a t z  3. Sine[/ix) und e(x) r-lavh (bzw. voW) monaz~ sUieende Fu~k. 
tionen, so tri//t dies auch /iir h(x) =](gix)) zu. 

t t  

Der Beweis ergibt sich sofort aus der Formel D n h ix) = ~" D ~ / (g) 'Dn,g (x), 
Y ~ I  

wvil naoh der Voraussetzung D ' / ( g )  das Zeichen ( - -  1) "-1 und D~g(x) das 
Zeichen ( - -1)  ~-" hat  (man beachte die Formel yon Bxv~o!).  --  Aus Satz 3 
fliel~t sogleich 

S a t z  4. Ist g(x) eine r./avh (bzw. roll-) manot~n steieende Funlaion, damn 
sind es auch alle natiirliehen 8tu/ungen yon g( x). 

Aus dioser Feststellung entspringt nun die Forderung, dal3 auch alle 
Zwischenfunktionen positiver Stufe, also alle , ,Aufstufungen" yon g(x),  
ebenso wie g(x) selbst r-fach monoton oder vollmonoton steigen sollen. Nun 
hat  man ferner 11) 

S a t z 5. Ist g(x) r.[ach (bzw. roll-) monoton steigend, so sind die Ableifungen 
~mn gt-1](x) bis zur Ordnung r (bzw. jeder Ordnung) yositiv. 

Um auch bei unendlichem Grundabschnitt  (b = + oo) nicht zur dr i t ten  
Eigensohaft einer S-Funktion (Erkl. 1) in Widerspruch zu geraten, sei 
im folgenden angenommen, da~ g (x) r-fach (oder roll-) monoton steige und 
dal~ g[-1] (x) zur Klasse S geh6re, also g(x) < x sei. Welche besonderen 
Eigenschaften muB dann die Stufungsfunktion ~ (~) zu g[-1](~) aufweisen, 
damit die obige Forderung erfiillt werde ? Aus Formel i41)liLl~t sich sofort 
antworten : 

11) Der Beweis liil3t sioh, ~hnlich wie oben der iiir Satz 3, mit der Formel K (21) 
iihren. 
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S a t z  6. /(g$) g ~ r e  zu ~.~,/[-1] (~) steige voltmonoton, ~ ($) sei eine voll- 
numotone Stu~ungs/unktion zu /(x). Damit dann die dutch diese Stu/un~s. 
]unktion zu bildenden Au/stu/ungen yon /[-1](x), das sind die Zwischen. 
]unktionen /re(x) mit k < O, gleivb/aIls vollmonotort steigen,, ist es notwendiff 
und hinreivhend, daft q ( x) di~ Bedingungen 

Det  [B~ )] > 0 (i, k --= 1 . . . . .  n) /iir alle Paare (x, y) mit x > y 

]iir n = 2, 3 . . . .  cr/iille. -- Ersetzt man ,,voUmonoton " dutch ,,r-/ach monoton ", 
so sind diese Bedingungen n u t / i i r  n = 2, 3 . . . .  r zu stellen. 

Hier  werden also die Ableitungen der Stufungsfunktion an zwei Stellen x 
und y ~-/[~1 (x) miteinander verkniipft.  Doeh vermag man diese Beding~mgen 

so umzugestalten,  dab nur die Ableitungen an einer Stelle darin auftre~en. 

Ffir x ~ - y  versehwindet die Determinante ,  well die bei4en letzten Zeilen 
dann iibereinstimmen. Zieht man  nun yon der letzten Zeile die vorletzte ab,  

teilt dureh die posit ive Grfi le x - - y  und geht zur Grenze x--> y fiber, so 
entsteht  in der letzten Zeile die Ableitung der vorletzten. Der Wer t  dieser 
neuen Determin~nte kann als Grenzwert positiver Werte  nieht negativ sein; 
daher muB die Stufungsfunktion notwendig die Ungleichungen 

D e t I ~ ) [  ~_0 ( i ,k  = 1 . . . .  , n ;  n = 2 , 3  . . . .  ) ( 4 2 )  

mit  

E(n) 

= ~.(,O = D (D.  k r (x)) fiir ~ = 

befriedigen. Diese I )e terminanten lassen sich aber noch vereinfachen. Fiir 
jede genfigend oft ableitbare Funktion ~(x) gilt 13) 

t~l 
(43) D , + , , k 9 = z Z ,  D ~ =  - x , ,  - 1 ~ ' ( ~ 1 )  D , - , + 2 , 1 ~  ( i + l > k > l ) . _  

Nun i s t ( ~ i l ) = O f f i r  l ~ i < n - - l ,  w e n n ~ > i ~ - l .  D i e F o r m e l ( 4 3 )  

kann also ffir alle F~lle mi t  1 5 i --< n - -  l ,  2 ~ k < n angewandt werden. 
Fiir i = n bringe man  das letzte Glied (~ = i A- 1 = n -t- 1) mit  auf die linke 
Seite und ha t  dann ffir i = n, 2 _< k < n :  

(44) D ( D ~ k ~ )  =D~+l , k~  - - D , , k _ l ~  "Dllq~ 
n 

= 

Erkl/~rt man jetzt  

1~) F o l g t  aus  K ( 1 3 ) ,  w e n n  dor t  b, ~,  •, v durch ~ ~- 1~ ~ - -  i b, 1 e r se t z t  werden .  



514 U.T. B6dewadt. 

so lassen sich nach (43) und (44) alle Elemente yon (42) aus diesen n e u e n  

GrSl~en zusammensetzen nach der Formel TM) 

n 

E c")~-~ = ~ l D ~ - l ' k - x  9(~)"Fi~ ( i ,k  = 1 . . . .  ,n).  

Da in dieser Summe der erste Faktor  nicht yon der Zeilennummer i abh/~ngt, 
so sind die Spalten ~n)  linear aus den Spalten ~'~ k zusammengesetzt. Nach 
Unterdrfiekung einer Potenz des stets positiven Faktors ~' (x) bleibt an SteUe 
yon (42) als notwendige Bedingung, dab Det IF~kt ~ 0 sein muB. Das ist 

S a t z  7. ](x) geh6re zu S; /[-l~(x) steige vollmonoton. Wenn auch alle 
Au/stu/ungen yon/[-1](x) v o l l ~  steigen solle, n, so mu~ die Stu/ungs- 
/unktion 9(x) zu /(x) die Bedingungen er/i~llen 

I( / ) "D'-k+~" I (45) Det / r  1 ~(x) _~ 0 (i, k ---- 1 , . . . ,  n;  n = 2, 3 . . . .  ). 

Im Falle ~'-fach monotonen Steigen s ist (45). nu t  fiir n ----- 2 , . . .  r zu fordern. 
- -  Ob das Gleichheitszeichen wirklich eintreten kann, ist noch nicht aus- 
gemacht. LaBt man es aber fort, so erh~lt man eine hinreichende Bedingung: 

S a t z  8. ](x) sei vine S.Funlction. Die Stu/ungs/unktion q~(x) zu ](x) 
er/i~lle die Bedingungen 

l>o . . . .  ) (46) 

Dann steigen alIe Abstu/ungen yon f ( ~) vollmonoton. 

Beweis. Es sei (c, d) ein abgesehlossener Teilabsehnitt des Grund. 
absehnitts (a, ~), in welehem qq(x) erkl~rt ist, und _N(> 1) eine ganze Zahl. 
Sind die Ungleiehungen erfiillt, so sind fiir x ---- y, x in (c, d) Mle Ableitungen 

der Det ~i~ yon Satz 6 positiv: Det I (V, > 0. Aus Stetig- 

keitsgriinden gibt es dann ein e > 0, so dab diese Ungleichungen fiir n _~ N 
auch noch fiir c ~ y  ~ x ~ d ,  0 _ ~ x - - y ~ s  erftillt sind. Da nun 
Det  l ~( ')  --~ (y ,y)  = 0 ,  so folgt De tB~)  l (y,x)  l :>0 fiir c _ < y < x ~ y +  
+ e  ~ d ,  n ~ N .  Nach S a t z 6 s i n d d a n n f i i r 0 < k ~ , / [ k ] ( c )  ~ x _ < d d i e  
Zwischenfunktionen/[-~] (x) N- la th  monoton steigend. Aus Satz 3 in u 
bindung mit  dem ersten der Stufungsgesetz~ (2) ergibt sieh welter, dal~ alle 
im Abschnitt (c, d) zu bildenden Abstufungen yon /(x) N-fa~h monoton 
s~eigen, d .h .  alle /t-*](x) mit  0 < k < 9(d) -- ~(c). In dieser Feststellung 
kommt die Zahl N nicht mehr vor (in der vorhergehenden noch, weft e im 

ta) I ) a b e i  i s t  z u  b e d e n k e n ,  d a b  n a c h  K (7) Doo ~ ~- 1; D l o  ~ ~- D2o~p . . . . .  0 .  
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allgemeinen yon ~V abh~ngen wird); sie gilt also fiir jedes N, und das be- 
deutet  Vo|lmonotonie : f-k] (x) steigt vollmonoton ffir 0 ~ ~ ~ ~ (d) -- ~ (c), 

][~] (c) ~ x ~ d. Nun kann der Teilabschnitt (c, d) innerhalb yon (a, p) be- 
liebig grol~ gew~hlt werden, so dal3 in der letzten Behauptung (a, p) an Stelle 
yon (c,d~ gesetzt werden darf. Somit ist festgestellt: /[-kl(x) steigt voll- 
monoton fiir 0 ~ / r  < ~I, /[kl (a) <:: x ~/~.  Damit ist Satz 8 bewiesen. 

In Satz 6 ist die Voraussetzung, dab / [-lj (x) vollmonoton steigen solte, 
offenbar notwendig, damit  ~ (x) den dort  angegebenen Ungleichungen geniigen 
kann. Es ist anzunehmen, dab diese Voraussetzung auch ausreichend ist, 
dal~ also folgende Vermutung wahr ist: 

V e r m u t u n g  1. Wenn /(x) zu S gehSrt und l [:l](x) vollmonoton steigt, 
so gibt es genau eine Stufungsfunktion ~0 (x) zu I (x), welche die Ungleichungen 
yon Satz 6 (bzw. Satz 8)erf i i l l t .  

Gleiehbedeutend damit  ist die zweite Vermutung, die zungchst weniger 
zu besagen scheint 14) : 

V e r m u t u n g  2. Steigt g(x) vollmonoton, dann gibt es genau eine voll- 
monoton steigende Funktion h(x), so dab h [2](x) = h {h(x)) = g(x). 

DaB V. 2 aus V. 1 folgt, ist klar. Umgekehrt :  Nach Wahl des Null- 
punktes x o fiir die Stufungsfunktion ~ (x) zu f(x)--= g[-tl(x) sind alle 
Abszissen xn zu den Ordinaten qJ (x~) = n festgelegt. Trifft  nun die Ver. 
mutung 2 zu, so sind auch durch Xn_o, 5 = h (x , )  die Abszissen zu den 
Ordinaten n -  0,5 ----- ~0 (x,,_0,5) eindeutig festgelegt, also insgesamt .alle 
Abszissen zu den Ordinaten ~ (x) = m-  2-1, w o m  irgendeine ganze Zahl ist. 
Bildet man je tz t  naeh Vermutung2  die dureh h2(h~(x))= h(x), also 
h[~4](x) =-g(x) bestimmte vollmonoton steigende Funkt ion h2(x), so lassen 
sich dureh diese welter die Abszissen zu allen Ordinaten m �9 2-2 bereehnen. 
Dutch Wiederholung dieses Schlusses ergibt sieh, dab die Abszissen zu allen 
Ordinaten m �9 2 -n festliegen. Da nun diese Dualbriiche iiberall dicht liegen, 
so ist ~0 (x) wegen seiner Stetigkeit iiberall erklgrt und hat  dabei die Eigen- 
schaft, dal~ die daraus zu bildenden Abstufungen /[-k](x) jedenfalls fiir 
1r = m .2-"  (m,n  natiirliche Zahlen) volhnonoton steigen. Weil aber 
/[-kl(x) zufolge (4) auch in/~ stetig ist, so kommt diese gewfinsehte Eigen- 
schaft allen Abstufungen f-k](x)  mit  k > 0 zu. Es geniigt also, nach Ver- 
mutung 2 eine Funktion g(x) eindeutig vollmonoton zur Hglfte stufen zu 
kSnnen, damit es zu ft[-U(x)eine Stufnngsfunktion gibt, die den Bedingungen 

14) Fiir die Funktion g (x) ~ log nat x, auf welche die Voraussetzung der Ver- 
mutung 2 zutrifft, haben Herr Prof. MEIDELL und Herr Dr. GOTAAS (Oslo) eine 
seehsstellige Tafel der Funktion g[~ hln x (,,Halblogarithmus") auf Grund 
dieser Monotonieforderungen bereehnet. 
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yon Satz 7 (bzw. Satz 8) geniigt -- und umgekehrt.  Da vollmonotone Funk- 
tionen analytisch sind 15), so erg~be sich dann auch eine ausgezeichnete ana- 
lytische Stufungsfunktion. Ob es allgemein zu reellen analytischen ~-Funk- 
tionen jeweils eine ausgezeichnete analytische Stufungsfunktion gibt, ent- 
sprechend den ,,HauptlSsungen" der linearen Differenzengleichungen, ist 
wohl noch nicht entsehieden -- an sich lassen sich nach Satz 1 aus einer 
analytischen Stufungsfunktion unendlich viele herstellen, wenn nut  die 
Substitution s (t) analytisch ist. 

15) G. GR~sS, Math. Zeits~hr. 39 (1935), S. 732--741 

(Eingegangen am 28. Mai 1943.) 


